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M étodo Espectral baseado no Emprego de Polinbmios
de L egendre para a Resolucéo de Problemas
Formulados na Forma Integral

T. F. Ribeiro, L. S. Ferraz, C. H. Kamphorst

Resumo — No presente trabalho sdo apresentados resultados e
discussGes acerca da possibilidade do emprego de uma
metodologia de carater analitico, focada na obtenc&o de solugdes
fechadas, para problemas formulados via equagdes integrais. A
metodologia consiste no emprego de um método espectral que faz
uso de uma expansdo truncada em termos de polinbmios
ortogonais de L egendre. M etodologia similar jafora utilizada por
Kamphorst et al [1], mediante a proposicdo de solucBes em
termos de splines cubicas de Hermite, associadas ao uso de um
esquema de pontos de colocagdo. Contudo, a metodologia
apresentada neste trabalho evidencia trés vantagens que podem
contribuir para viabilizar sua aplicagdo a uma classe mais ampla
de problemas de interesse fisico. A primeira delas consiste na
facilidade de manipulacéo e avaliagdo dos polinémios ortogonais
em dSistemas computacionais algébricos. Outra vantagem,
proporcionada pelo emprego de expansdes em termos de
polindmios ortogonais, incide sobre o fato desta metodologia néo
necessitar de um esquema de pontos de colocacdo a fim de
estabelecer o sistema linear usado para deter minar as constantes
da solugdo espectral. A terceira vantagem consiste do fato da
metodologia investigada ndo demandar de expansdes com ordens
muito elevadas para a obtenc&o de resultados numéricos com boa
precisdo. A implementacao da solugéo obtida, para uma equagéo
integral investigada, permitiu a obtencdo de resultados
numéricos com dezessete casas decimais de precisio, no Maplel,
em um tempo computacional inferior a setenta segundos.

Palavras-Chave: Método Espectral; Polinbmios de Legendre;
Equacdes I ntegrais

T. F. Ribeiro é graduanda do curso de Matemética da Universidade Regional
Integrada do Alto Uruguai e das Missdes, URI — Campus de Frederico
Westphalen e bolsista PROBIC/FAPERGS do projeto Metodologia de Carater
Analitico para Resolugdo de Problemas Formulados na Forma Integral. (e-
mail: tatianefontanaribeiro@gmail.com).

L. S. Ferraz é graduando do curso de Matemética da Universidade Regional
Integrada do Alto Uruguai e das Missdes, URI — Campus de Frederico
Westphalen e foi bolsista PROBIC/FAPERGS do projeto Metodologia de
Cardter Analitico para Resolugdo de Problemas Formulados na Forma
Integral. (e-mail: dede-ferraz@hotmail.com).

C. H. Kamphorst é Doutor em Engenharia Mecanica pela Universidade
Federal do Rio Grande do Sul — UFRGS e professor do Departamento de
Ciéncias Exatas e da Terra da Universidade Regional Integrada do Alto
Uruguai e das Missdes, URI — Campus de Frederico Westphalen. (e-mail:
carmo@uri.edu.br)

1 E um software desenvolvido pela Maplesoft. Consiste em um ambiente
de computacgo simbdlica e numérica que possibilita a realizagdo de inlmeras
de transformagdes mateméticas e construcdes de modelos mateméticos. Neste
trabalho, utilizamos o Maple 18.

I. INTRODUCAO

utilizacdo de um método espectral baseado no emprego

de expansdes truncadas, em termos de splines cubicas
de Hermite, se mostrou eficiente na obtencdo de solugdes
fechadas para problemas cléssicos da dindmica de gases
rarefeitos em dutos cilindricos [2]. A possibilidade de
aplicag8o desta mesma metodologia a uma classe mais ampla
de problemas formulados por equacBes integrais, foi,
posteriormente, evidenciada no trabalho de Kamphors et al
[1]. E, ante a perspectiva de agumas propriedades dos
polinbmios ortogonais classicos poderem potencidizar o
emprego deste método, se propds a execucdo do projeto de
pesquisa intitulado “Metodologia de Carater Analitico para
Resolugdo de Problemas Formulados na Forma Integral”,
executado com apoio da FAPERGS?, através do qual se busca
estudar a viabilidade de aperfeicoamento do método espectral,
utilizado por Kamphorst [2].

No presente trabalho, sdo apresentados resultados obtidos
mediante 0 emprego de expansdes truncadas em termos de
polinbmios ortogonais de Legendre. Também sdo
apresentados resultados numéricos obtidos a partir da
implementacdo destas solucbes no Maple, bem como, as
respectivas andlises de erro. Ressalta-se a opgdo pelo Maple
devido afacilidade de manipulagdo algébrica dos polindbmios e
a viabilidade de implementagdo do método. Resultados
similares poderiam ser obtidos via implementagdo em C++,
Fortran ou Matlab, entre outros.

Sdlienta-se que o0s resultados obtidos comprovam a
eficiéncia da metodologia, visto que foi possivel a obtencdo de
resultados numéricos, no Maple, com precisdo ¢ < 5.85-
107'%, em um tempo computacional inferior a setenta
segundos. Resultados estes muito animadores do ponto de
vista da possibilidade de aperfeicoamento da metodologia,
Visto que esta requer o emprego de expansdes de ordens muito
inferiores, e conseguentemente que reguerem muito menos
esforco computacional, se comparado com a metodologia
usada por Kamphorst et. a [1].

[I. POLINOMIOS ORTOGONAISDE LEGENDRE

Polinbmios ortogonais consistem de um sistema de
polindmios {¢, (x)}2,, de ordem r, que satisfaz a condicdo
de ortogonalidade definida a partir do produto interno de dois
destes polinémios [1],

2 Fundag&o de Amparo a Pesquisa do Estado do Rio Grande do Sul.
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em que w(x) corresponde a respectiva funcdo peso e
g (x)|] € a norma do polinbmio ¢,,(x), definida pela
expressio

b
1P CONl = v {Pm (x), P (x) =\/f ()| ¢ ()]%dx (2)

Logo, um sistema de polindmios é definido como sendo
ortogonal caso seu produto interno envolvendo polindémios de
ordens diferentes é igual a zero, enquanto que 0 mesmo
produto envolvendo dois polindmios de mesma ordem define
0 quadrado da norma deste polinémio.

Conforme a definicdo da fungdo peso e dos limites de
integracdo do produto interno, tem-se diferentes tipos de
polindmios ortogonais classicos, sdo eles, os Polindmios de
Jacobi, Laguerre e Hermite. Os polindmios de Jacobi, “[...] sdo
ortogonais no intervalo [—1,1] com relagdo & fun¢do peso
w(x)=1A-x)*A+x)~ a,p>-1,ap¢R.3. Os
polindomios de Laguerre, “sdo ortogonais no intervalo [0, o),
com relacdo a funcdo peso w(x) = x%e™™, a > —1" [4]. E,
os polinbmios de Hermite, sdo ortogonais no intervalo
(—o0, ), com relagdo afuncéo peso w(x) = e‘x2[4].

Dentre os polinbmios de Jacobi citam-se ainda trés casos
particulares de polindmios ortogonais. os polindmios de
Legendre, os polindmios de Chebyshev de primeira espécie e
os polindmios de Chebyshev de segunda espécie. Estes sdo
definidos de acordo com o valor assumido pelos parédmetros a
e 3, usados para definir sua funcdo peso. Os polindmios de
Legendre utilizam os pardmetros a = 8 = 0, resultando na
funcdo peso w(x) = 1. Os polindbmios de Chebyshev de
primeira espécie utilizam os par@metros a = 8 = —i, sendo

sua funcdo peso w(x) =

\/%. E, os polindbmios de
Chebyshev de segunda espécie fazem uso dos parametros a =
B = ﬁeconsideram afuncdo peso w(x) = v1 —x*. [5]

Os polinbmios de Legendre de ordem n, denotados por
P, (x), sBo ortogonais em x € [—1,1] e podem ser gerados, no
Maple, pelo comando P(n, x), em que n deve indicar a ordem
do polindmio de Legendre e x é a variavel. Todavia este
comando s6 estara disponivel a0 se fazer uso do pacote
ortogonal, digitando-se with(orthopoly). Na Tabela |, sfo
apresentados valores do produto interno de polindmios de
Legendre de mesma ordem,

[ reorar @)

obtidos no Maple, mediante o emprego do comando
int (P(n,x)"2,x =—-1..1)comn =0,1,2,3,4,5,6, ...

TABELA |
PRODUTO INTERNO DE POLINOMIOS DE
LEGENDRE DE MESMA ORDEM
1
n | merax
-1
0 2
2
1 —
3
2 2
5
3 2
7
4 2
9
5 2
11
6 2
13
2
n
2n+1

Logo, constata-se que suarelacdo de ortogonalidade &

1

(P (), Pa(2)) = j P () Py () dx
[0, _1se m#n
=] 2 . @)
myl  Sem=n

Além disso, os polindmios de Legendre satisfazem a formula
de recorréncia,

@2n+ 1DxB,(x) —nP,_1(x)

P () = o .
em que
Py(x) =1 (6)
e
P (x) = x, (7
bem como, também satisfazem a formula de Rodrigués,
P@=S Taey. @

Gongcalves [6] apresenta duas propriedades significativas dos
polinémios de Legendre:

. Os polindmios de Legendre apresentam a seguinte
smetria
Bu(=x) = (=D)"P,(x); ©)
o Parax € [—1,1], tem-se queimagens:
[P ()] < 1. (10)
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No Maple, os polinbmios de Legendre de ordem n podem
ser gerados mediante o emprego do pacote orthopoly e o
comando P(n,x). Na Figura 1, tem-se a representacdo gréfica
dos polinémios de Legendre de ordem 2, 3, 4, 5 e 19.

\\ ¥ 1 n=2
-1 AFy——— | ————T5 1
-1 x
1
T1=3,/
_iff” -0.5 e —— 1
-1 x
1.
\ Mt n=4.-/
1 T Tre—" 1
_13 x
1_
T Y 3 n=>5,
_/ OT——— 05— 1
-1 x
1.
N ] n =19
1 -0.3 0.3
-1 X

Fig. 1: Polinbmios de Legendre P, (x)

Tal como citado por Gongalves [6] é possivel verificar a
simetria dos polinbmios ortogonais de Legendre, a qual
justifica o fato do produto interno entre dois polinémios de
ordens diferentes ser sempre nulo. Além disso, percebe-se
também, que tanto o dominio quanto a imagem dos
polinémios de Legendre pertencem ao intervalo [—1,1] e que
um polindmio de ordem n, possui, exatamente, n zeros reais

[1l. METODO ESPECTRAL

Denominamos de método espectral a metodologia de
resolucdo de equagBes que consiste na proposi¢éo de soluges
na forma de expansdes truncadas em termos de fungdes de
base e constantes a determinar de modo a satisfazer a
formulag@o empregada. [2]

Seu emprego para a obtencdo de solucfes fechadas e de
cardter analitico tem sido proposto no estudo de problemas
formulados na forma integral, (problemas modelados por
equacdes que possuem operadores integrais). Nestes casos,
uma vez que a expansdo € proposta de maneira conveniente,
promove-se a sua substituicdo na equagdo integral e, por meio
de artificios algébricos ou numéricos, se busca estabelecer
uma forma para a obtencdo das constantes que devem ser
determinados de modo que a solucdo proposta, de fato,
satisfaca a equagéo.

Neste trabalho, busca-se evidenciar a viabilidade do
emprego da metodologia contemplando a proposicdo de
expansdes truncadas em termos de polindmios de Legendre.
Para tanto, considera-se a equac&o integral de Fredholm de

segunda espécie [7]:

fo) =A@ | cos)- fO)dy+BG) (1)
em que ostermos A(x) e B(x) sdo definidos pelas expressies:

Alx) = — %sen(x) cos(x) (12)

B(x) = xsen(2x), (13)
comx € [—m, ).

Salienta-se ser possivel observar que a Eq. (11) possui
solugdo analitica

f(x) = (x — 1)sen(2x). (14)

Com o proposito de promover o emprego do método
espectral, propde-se, inicialmente, uma solugdo para a Eq.
(11), naforma:

(15)

L
F@ =Y ab(3),

n=0

em que L define a ordem da expansdo e a,, corresponde as
constantes que devem ser determinadas. Nela o argumento dos
polindmios de Legendre (P,(x)) € definido por uma razéo em
termos da constante m, a fim de que, ap6s a substituicdo da
expansdo proposta na formulagéo integral apresentada na Eq.
(11), se possa avaliar os polindmios em seu intervalo de
definicdo x € [—1,1]. Substituindo a Eqg. (15) na Eqg. (11),
torna-se possivel escrever

L
> a [Pn )-400- [ cos0)-n(3) dy)]
n=0 n

= B(x). (16)

Promovendo o produto da Eq. (16) pelo termo B, (g)
(param =0,1,2,...,L) e integrando em x € [—m, ], obtém-
Se a expressio

L

> an{Chn— Dhn} = B, (17)
n=0
em que
» T x x

Ch = f P () P (5) dx, (18)

Dipn = f A(x)B, (E)f cos(y) B, (E) dydx (19)

[ -1
e

Bl =

j "By P, (g) dx. (20)
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Os sobrescritos P, das notacdes dos termos definidos na Eq.
(18) até a Eq. (20), sdo utilizados com o intuito de evidenciar
0 emprego dos polindmios de Legendre. Uma vez avaliadas as
integrais, a Eqg. (17) passa a consistir em um sistema linear
algébrico de ordem L + 1, cuja solugdo sdo as constantes a,,
da expansdo proposta na Eg. (15). E, conhecidas as constantes
a,, tem-se na Eq. (15) uma solugéo fechada, vélida para todo
o dominio de definicdo, paraaequacdo integral (11).

IV. RESULTADOSNUMERICOS

A fim de obter resultados numéricos para a solugéo de
cardter analitico, estabelecida anteriormente, optou-se por sua
implementacdo no sistema computacional algébrico Maple.
Nele, é possivel obter a resolugdo do sistema linear
estabelecido pela Eq. (17) através da utilizagdo do comando
linsolve do pacote linalg (pacote de algebralinear).

A Tabela Il apresenta resultados numéricos para a
solucdo espectral dada a Eq. (15) com o pardmetro de entrada
L =30 (ordem da expansdo utilizada), bem como, o erro
absoluto definido pelo médulo da diferenca entre a solugéo
exata (Sg,) e asolucdo espectral (Sgs)-

TABELA I
RESULTADOS NUMERICOS
x ~ Erro Absoluto
10 Solugdo Espectral com L = 30 £ =[S, — Sl
—10m 0.00000000000000000585 5.85-10718
—91 —2.24970889973388421017 5.4-107
—8m —3.34132224808839832707 5.0-107%°
-7 —3.04253903161424273233 8.4-1071°
—6m —1.69573435058674718416 6.2-1071°
-5 0.00000000000000000011 1.1-1071°
—4rm 1.32641798448865583230 2.3-1071°
-3 1.84740616571762035502 3.8-1071°
-2 1.54862294924346761468 47-107%
-1 0.77244343534151880439 5.0-107%
0 0.00000000000000000051 5.1-107%
T —0.40312706924342745395 5.1-1071°
2 —0.35349008334684238272 5.2-1071
3n —0.05470686687268678932 5.2-1071°
4 0.15084747990370957423 5.0-107%°
5T —0.00000000000000000038 3.8-1071°
6m —0.52016384600180092510 8.8:1072°
n —1.14042599902393558859 3.2-1071°
8w —1.43920921549809118352 1.5-1071°
9 —1.07413839514893795248 1.1-1071°
107 0.00000000000000000131 1.31-10718
Os resultados numéricos apresentados para L = 30 foram

obtidos no Maple em um tempo computacional inferior a
setenta segundos, usando um notebook com processador
Intel(R)/15 de 2,5GHz. Tais resultados possuem uma precisdo
£<585-10718 (fato que indica um nimero minimo de
dezessete casas decimais corretas).

Na Figura 2, so apresentadas as representacoes graficas da
solucdo exata (linha continua) e da solugdo espectral obtida
usando L =30 (linha pontilhada). Nela, também pode se
observar uma Otima convergéncia entre os resultados
numéricos e a solugdo exata conhecida.

Na Figura 3, é apresentada a representacdo gréfica dos erros
absolutos da solucdo espectral, tomando L =30 como
parémetro de entrada. Nela podemos observar que o maior
erro absoluto esté associado ao valor da variavel independente

x = — (limite inferior do intervalo de definicdo daintegral),
sendo este igual a 5.85- 10718, conforme também pode ser
constatado na Tabelall.

=]

Fig. 2: Solu¢do Exata e Solugdo de Carater Analitico

Fig. 3: Erro absoluto com L = 30

A precisdo dos resultados e o tempo computacional
variam muito em raz&o da ordem da expansdo considerada na
implementagcdo numeérica da solucdo espectral. Na Tabela lll,
s80 apresentados a precisio e o0 tempo computacional
requerido na obtencdo de resultados numéricos com diferentes
parémetros de entrada L.
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5 TABELA 111
PRECISAO E TEMPO COMPUTACIONAL
Ordem da Expansdo L=15 L =25 L =30
Precisio 1,2 x 107* 6,2-10713 5.85-10718
Tempo (em s) 5 29,7 69,9
Na Tabela IIl, também é possivel observar que o

método espectral converge muito bem, ndo requerendo esforco
computacional demasiado para as ordens de expansdo
consideradas neste trabalho. Contudo, sdlienta-se que,
dependendo da complexidade da formulagdo integral
considerada tais parémetros podem variar significativamente,
tornando necessario também o emprego de ordens de
expansdo maiores. Entre os fatores que podem aumentar a
complexidade da formulagdo citam-se a quantidade e a forma
como sdo definidos os termos da equacdo integra e,
especiamente, a possivel presenca de singularidades em
alguns destes termos. O aumento da ordem de expansdo L
também remete ao calculo envolvendo sistemas de ordens
maiores (de ordem 2L + 2).

V. CONCLUSAO

A metodologia que consiste na utilizagdo de um método
espectral baseado no emprego de expansdes truncadas em
termos de polindmios ortogonais classicos (em especia dos
polindmios de Legendre), para a obtencdo de solucdes de
carater analitico de problemas formulados na forma integral,
tém evidenciado a possibilidade de aperfeicoamento da
metodologia utilizada por Kamphorst et al [1], que utilizava
uma expansdo truncada em termos de splines cubicas de
Hermite, associado a um esguema de pontos de colocacéo.

Um dos aspectos mais promissores para o emprego dos
polindmios ortogonais consiste na desnecessidade de uso do
esquema de pontos de colocacdo (artificio numérico que pode
acarretar em problemas de instabilidade numérica). Isto foi
possivel gracas a um produto da expressdo obtida apds a
substituicdo da solugcdo espectral proposta na equacao integral
pelo respectivo polindmio utilizado na expansdo e, a
proposicdo de uma nova integracéo, resultando, deste modo,
apo0s a avaliagdo das integrais envolvidas, em um sistema
linear agébrico que fornece as constantes da solucéo proposta
inicialmente.

O esforco computacional requerido pela metodologia €
muito inferior ao respectivo esforco quando empregado a
expansdo em termos de splines cubicas (utilizada por
Kamphorst et al [1]), hgja vista que desta forma, ndo se faz
necessario 0 emprego de expansdes com ordens muito
elevadas para a obtencdo de resultados numéricos com boa
precisdo. Para o caso do emprego da expansdo em termos de
polindmios de Legendre, por exemplo, foi possivel a obtencéo
de resultados numéricos com dezessete casas decimais
corretas em um tempo computaciona inferior a setenta
segundos.

Sdlienta-se que a mesma metodologia j& foi testada com o
emprego de expansdes envolvendo outros polindmios
ortogonais classicos de Jacobi, os polindmios de Chebyshev

de primeira e segunda espécies, bem como, com os polindmios
de Laguerre e Hermite. O emprego dos dois primeiros se
mostrou bem promissor, fornecendo resultados numéricos com
tempo computacional e precisdo proximos dos obtidos
mediante 0 emprego dos polinbmios de Legendre. Contudo, a
obtengdo de resultados numéricos a partir de expansOes
truncadas em termos de polindmios de Laguerre e Hermite
demonstrou-se ser complicada, pelo motivo de demandarem
um tratamento numérico a fim de contornar problemas de
overflow gerados pelos seus intervalos de definicdo, semi-
infinito e infinito, respectivamente, bem como pelos limites
infinitos atingidos por estes polinémios.

Um aspecto a ser observado na proposicéo inicial para a
solucdo consiste da correta definicdo do argumento do
polinbmio de modo que, apds substituido na formulagéo
integral, seja de fato avaliado em todo o seu intervalo de
definicdo. Assim sendo, dentre todos os casos analisados, a
obtencdo de resultados numéricos via expansdes truncadas em
termos de polindmios de Legendre demonstrou demandar o
menor esforco computacional para atingir determinada
precisdo, fato, certamente, relacionado com a maior
simplicidade de sua defini¢cdo, que envolve um intervalo com
limites constantes, x € [—1,1], caracteristico dos polindmios
de Jacobi.
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