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O Problema Direto na Tomografia por
Impedancia Elétrica
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Resumo — O estudo apresentado neste artigo mostra as
equacdes utilizadas para a obtencdo dos potenciais envolvidos no
problema direto da tomografia por impedancia elétrica. Essas
equacdes sdo obtidas através do Método dos Elementos Finitos
em conjunto com equagdes oriundas no eletromagnetismo. Elas
possibilitam encontrar resultados tedricos que permitem
desenvolver metodologias capazes de resolver o problema inverso
da tomografia por impedéancia elétrica. Em outras palavras, a
solucdo do problema inverso da Tomografia por Impedancia
Elétrica necessita de um modelo direto e eficiente.

Palavras Chaves — Tomografia por Impedancia Elétrica,
Problema Direto, Problema Inverso, Método dos Elementos
Finitos.

I. INTRODUGCAO

No presente trabalho descreve-se um desenvolvimento
tedrico com base em uma revisdo bibliogréafica realizada, onde
a metodologia matematica necessaria para a solucdo do
problema direto em Tomografia por Impedancia Elétrica (TIE)
é apresentada. Esse estudo foi motivado pela necessidade de
obter-se um modelo teérico do problema direto para que seja
possivel ajustar dados experimentais.

Com o0s avancos nas &reas de ciéncias e tecnologias
ocorridas durante o século XX, melhorias significativas
permitiram melhoria na qualidade de vida. Particularmente na
drea da saude, os avangos tecnoldgicos revolucionaram a
medicina. Hoje os médicos dispdem de diversos e variados
métodos e processos, tanto para obter informagdes sobre o
corpo humano e diagnosticar estados patolégicos, como para
intervir e tratar tais patologias, com alto grau de precisdo e
eficiéncia.
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Especificamente na area de diagnostico por imagem, as
técnicas mais modernas sdo capazes de gerar imagens
extremamente precisa, tanto anatdmicas como funcionais, de
6rgdos e tecidos do corpo humano. Entretanto, com a evolucéo
de novas técnicas de diagnostico por imagem, a TIE surge
como uma novidade com vantagens adicionais aos usuarios.

O surgimento da TIE, como uma técnica de
imagiologia médica é atribuida a John G. Webster em uma
publicacdo de 1978 embora a primeira realizacdo préatica de
um sistema de TIE médica foi detalhado em 1984 em dois
trabalhos de David C. Barber e Brian H. Brown [1].

A formulagdo matematica do problema foi apresentada
por Alberto Calderén [2], na literatura matematica. Este tipo
de problema é muitas vezes referido como "problema inverso
de Calderon™ ou "Problema de Calderén”. A contribuicdo de
Calderén foi mostrar que o problema inverso da TIE possui
solucdo e que a solucdo é Unica.

Il. A TOMOGRAFIA POR IMPEDANCIA ELETRICA

A TIE é uma técnica de obtencdo de imagem do
interior de um corpo. Inicialmente, é necessaria a mensuragdo
dos potenciais elétricos, gerados por correntes elétricas, em
eletrodos localizados na fronteira de um volume condutor.
Desta forma, através do problema inverso, pode-se determinar
a distribuicdo das condutividades ou resistividades no interior
do corpo. Os materiais possuem diferentes propriedades
elétricas e assim, pode-se associar a essa distribuicdo uma
imagem da estrutura interna de um corpo.

TIE é uma tecnologia inovadora e proporciona a
obtencdo de imagens tanto para diagndstico médico quanto
para materiais. Em medicina, pode-se destacar: a detecgdo de
émbolos nos pulmdes, [3], [4] e [5], 0 monitoramento de
apneia [6], monitoramento da funcdo cerebral e fluxo
sanguineos [7] e deteccdo de cancer de mama [8]. Esta técnica
moderna de diagndstico por imagem, ndo causa efeitos
danosos no paciente e é de facil aplicagdo. Além disso, o seu
uso é vantajoso, pois, ndo exige elevados gastos financeiros e
é de facil manipulago.

Em geofisica e em ciéncias ambientais, ela é atil na
localizacdo de depdsitos minerais [9] e deteccdo de
vazamentos em tanques de armazenagem subterrdneos [10],
na injecdo de fluxos de fluidos injetados na terra e na extragdo
de petréleo ou limpeza ambiental. [11]. Em testes ndo
destrutivos a TIE é aplicado na detecgdo de corrosdo [12] e
pequenos defeitos como fissuras ou vazios em metais [13],
[14] e [15].



I1l. PROBLEMA DIRETO

O problema direto consiste na medicdo dos potenciais
elétricos nos eletrodos, que sdo colocados equi-espagados ao
redor da regido de interesse de um corpo. A solucdo numérica
do problema direto tem como objetivo principal calcular, com
uma boa precisdo, 0s potenciais nos eletrodos e no interior do
volume do corpo.

Apesar de existirem técnicas conhecidas para resolver
numericamente o problema direto, como o método das
diferencas finitas ou volumes finitos, o método de elementos
finitos (MEF) é que serd aplicado, neste estudo, como
ferramenta para resolver o problema direto na TIE. O MEF é
uma analise matematica e consiste na discretizagdo de um
meio continuo em pequenos elementos, mantendo as mesmas
propriedades do meio original.

Em problemas onde o volume condutor tem fronteiras
irregulares, os métodos numéricos que mais se adéquam séo o
MEF e 0 método dos elementos de contorno. Para problemas
cujas fronteiras sdo suficientemente regulares pode-se aplicar
métodos como as diferengas finitas ou volumes finitos [16].

IV. EQUACOES GOVERNANTES DA TIE

A secdo de um corpo com um dominio fechado Q,
pode ser discretizado por elementos geométricos, que formam
uma malha adaptativa. Esta malha visa & decomposicéo de um
determinado dominio (uma regido geométrica) em Vvarios
elementos, de modo a permitir o uso de um método numérico
para aproximar a solucdo das equagOes governantes do
problema em quest&o.

Considerando tal dominio, e assumindo que o meio é
puramente condutivo, e sem fontes internas, seu potencial
elétrico pode ser determinado em elementos triangulares,
através do Método dos Elementos Finitos (MEF). Este método
divide o corte tomogréafico em elementos geométricos, que
facilitam o estudo em pontos especificos do corte. O dominio
(regido de interesse) pode ser estudado por uma malha
triangular, conforme a Figura 1.

@ (b)

Figura 1. (a) Exemplo de dominio dividido em elementos finitos.
(b) Elemento finito triangular

Dispondo eletrodos ao redor da superficie de contorno,
mostrado na Figura 2, e através da injecdo de uma corrente

elétrica i constante nos eletrodos é possivel medir os

potenciais nos limites da fronteira da secdo em estudo. A
corrente transmitida depende das caracteristicas do meio
condutivo. Associada a ela, a densidade de corrente J, trata da
caracteristica de um ponto interno do condutor, e ndo do
condutor como um todo.

eletrodo

Figura 2: Dominio em 2D cercado por eletrodos

No caso de materiais anisotrépicos, meio no qual, varia
a direcdo das propriedades eletromagnéticas, como 0s
musculos e o cérebro, que devido as suas morfologias
teciduais, possuirem diferentes densidades de corrente, as
propriedades eletromagnéticas sdo distintas em relagdo aos
tecidos isotrépicos (meios o0s quais, as propriedades
eletromagnéticas sdo as mesmas em todas as dire¢Bes). Mas,
estas propriedades, ndo séo apenas caracterizadas pela direcdo
dos fluxos de corrente, mas também, pela capacidade de
condutibilidade da corrente em cada meio condutor, como ja
descrito.

Se a corrente for distribuida uniformemente através de
uma area A de uma se¢do reta do condutor, o0 modulo da
densidade de corrente para todos os pontos daquela secdo é
dado por

@)

Escrita da forma;
i=J.A 2
a relagdo é um caso especial em que a superficie de integracéo
é uma secdo reta do condutor, sendo J constante ao longo da
superficie e perpendicular a mesma.
A relagdo geral entre J e i, para uma superficie
particular dentro de um condutor, que ndo precisa ser plana é

i =[3.dA 3)
onde i é o fluxo do vetor J através da superficie e dA é um
elemento de superficie e a integral é calculada sobre toda a
superficie em questdo. A equacdo (3), entretanto, pode ser
aplicada a qualquer superficie através da qual desejamos
avaliar a corrente. A equacdo mostra que i € uma grandeza
escalar, pois o integrando J.dA é um escalar.

Com isso, as equagdes eletromagnéticas que envolvem
a aplicagdo da corrente em um meio, com condutividade
o(x,y) e permissividade relativa g(x,y) determinardo a
densidade de corrente J, através da distribuicdo de cargas
elétricas.

Relacionada & resisténcia de um meio condutivo,
isotropico a existéncia de uma resistividade p é dada pela
definicéo;
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Na preferéncia de considerar a condutividade ¢ do
meio em vez da resistividade, a seguinte relacdo de
reciprocidade entre as quantidades é dado por [17].

o=— (5)

A corrente elétrica injetada do meio gera em seu
interior a densidade de corrente J;

oE
J=0oE+e&,—
0 ot (6)

Onde E é o campo elétrico do meio e g, € uma constante que
representa a permissividade do espaco livre. Apesar de esta ser
desconsiderada, visto que, na TIE utilizam-se excita¢cBes de
baixas frequéncias [18].

Desse modo,
J =0t (7
Na TIE, segundo [19], devido ao uso de frequéncias de
corrente, abaixo de 30 MHz, o divergente da densidade de
corrente é nulo (8) e o gradiente do potencial negativo, resulta

no campo elétrico (9). Conforme é mostrado matematicamente
nas seguintes equacgoes:

v.J=0 8)

E=-VU 9)

Assim, pode-se escrever ao aplicar as equacdes (7) e (9) na
equagcéo (8);

V.(oE)=0 (10)
V(o(-VU))=0 (12)
Multiplicando a equacédo (11) por -1,
Resulta a equacédo de Laplace (12);
V(eVU)=0 (12)

Para casos bidimensionais, estudado neste trabalho, a
equacdo (12), pode ser escrita da forma da equacéo (13):

a( auj a( auj
—|o—|+—|oc—|=0 (@)
ox\ ox) oy oy

Para limitar o nimero infinito de solugbes Uy, da Equacéo de
Laplace séo aplicadas condi¢des de contorno que estabelecem
medidas em eletrodos colocados ao redor da regido em estudo.
Na TIE o valor destas medidas, obtidas através de | eletrodos
colocados ao longo do contorno 0Q), sdo estabelecidos pelas
seguintes condicBes de contorno:

=12
O_@U (o) _ i

- (14)
on 0 nos demais locais de 4Q

onde i é um versor normal a fronteira sQ e orientado para
fora. A solugdo da equagdo de Laplace para uma dada
distribuicdo de condutividade com as condi¢Bes descritas
acima é geralmente descrita com problema direto [18].

A.O METODO DO ELETRODO

Na interacdo dos eletrodos com a superficie de contato,
deve-se levar em consideragdo a impedancia na interface para
poder modelar completamente o dominio. Nesta interacdo, a
impedancia provoca uma perda brusca na medida do potencial.
Particularmente, em aplicagdes médicas, este fenbmeno é
considerado significativo, visto que, a impedancia entre os
tecidos e os eletrodos é alta. Portanto a condi¢do descrita na
equacdes (15), torna a solucdo da equacdo de Laplace mais
préxima do real, ao considerar aspectos relevantes para a
solucéo do problema.

j aau =1, i=1,2,.
K OA :
on
u +ziaa—l{:Vi, i=12,..
on

A corrente elétrica | no i-ésimo eletrodo localizado na
fronteira do dominio, representado na primeira condicdo, é
obtida em fung¢do da variacdo do vetor normal da superficie de
contorno, z; é a impedancia de contato efetiva entre o i-ésimo
eletrodo e a superficie de contato e V; representa a obtencgéo
dos potenciais elétricos nos detectores.

E importante destacar, que as condigdes de contorno de
Dirichlet sdo consideradas, no termo do gradiente na Equacao
de Laplace, conforme a medida a ser analisada.



V. METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

A solucdo trivial elementar U®  demonstrada na
Figura 4, forma a imagem do elemento sobre o plano (x,y)
pela interpolacéo dos parametros a; nos nos do tridngulo, para
a formagdo da superficie hachurada na imagem representada.

Figura 4: Solucdo trivial de um elemento triangular

Considerando o tridngulo, da Figura 4, com nés nos
Vértices nos pontos 1, 2 e 3, respectivamente e coordenadas
(%, ¥1 ) (X5, ¥, )i (X5, Y5 ), O elemento triangular  definido

através do MEF, descreve os potenciais elétricos U © (X, y)
no interior de um elemento genérico. Sendo i = 1,2 ou 3,
respectivo aos nos.

Com base nos potenciais nodais, a interpolagdo linear
dos U,(x,y), determina o potencial elétrico U(x,y) nos
eletrodos.

Sendo;

U® =a+bx+cy (16)

U9 (x,y;8) =3 (a7)
€,

a,(x,y)=a+bx +cy, (18)

€,

U®(x,y,a)= Zi:ajgéj(e’ (x,y) (19)
Onde;
7 (x.y) = 8 0Xe,y (20)

2A

Sendo, i=1.2e 3 nosdo triangulo elementar da imagem

e A aéarea do elemento.
O potencial U (X, y) em um ponto arbitrario, dentro
desse triangulo é conhecido através dos potencias nos vértices;

U1:U(X1’y1) U2:U(X2’Y2)

U3 :U(X31 Y3)

(21)

a funcéo potencial U , admite a interpolacéo linear dada pela
equacéo (16), (17) e (18).

Com isso, 0s n6s de um elemento finito triangular da
malha bidimensional em estudo descreve os potenciais nodais
pelo sistema linear abaixo:

a,(x, y)=a+bx +cy,

a,(x,y)=a+bx, +cy, (22)
a,(x, y)=a+bx, +cy,
Podendo ser resolvida da seguinte forma matricial:
1 X Y |@a Ch
1 x, y,|Ibl=]|a, (23)
1 X Yys]cC as
No qual, admite uma Unica solugéo se;
I x v
det|l x, vy,|#0 (24)
1 X5 Y

Garantindo que os pontos formados em um tridngulo ndo sdo
alinhados e que os coeficientes @,be C em funcdo apenas
das coordenadas (Xl,yl); (xz,yz); (X3,X3)do triangulo

podem ser resolvidas pela Regra de Cramer, explicitado a
sequir,

a X Y
A =detja, X, VY,
a3 X3 y3
1oa
A,=det|1 a, vy, (25)
L 8 Ys
I Xl a’l
A, =detll x, a,
L X3 A,




Sendo;

1 x v
A=det|l x, Y, (26)
1 x5 v,
€,
A A A
a=—1; b=—% ¢ c=—2 (27)
A A A

Possibilitando assim, através das equacdes (25), (26) e
(27) obter, os coeficientes a,be C, em termos de coordenadas
globaisx e y.

Assim o potencial elementar, u® (X, y) pode ser
escrito como;

U(e)(x,y)=—1+%x+%y (28)
ou ainda ;

[(x2y3—x3y2)—(y3 yz)x+ 2)y}J1

[ (les X3y1)+(y3_y1)x+(x3 Xl)}"Z
O (x, y)= 0¥z =X¥) = vz =y xe (6 = )Ms  (29)

(XY, + X, Y5 + X5y )= (X, ¥, + XY, +X,Y5)

Desta forma, pode-se encontrar os potenciais elétricos U(X "

substituindo a equacdo (13) na (29), mostrado com o sinal
negativo do determinante em evidencia na expressdo (30),
igual a um funcional.

—;[ax(xl y)agx‘””] —gy[ay(x, ) a%;”] = f(xy) (30)
B.O METODO DE GALERKIN
Aplicando o Método de Galerkin
[] “Rgdxdy =0 @3

onde o Residuo R, dado por:

0 Uy
R= 6,x[cn(x,y)ax j [ (x, )

representa a diferenca do valor das medidas tedrica e
experimental.

5 )J—f(x,y) (32)

Sendo, f(x,y) um funcional que determina a solu¢éo exata.

Utilizando a integracdo por partes e aplicando o Teorema da
Divergéncia (Green);

J‘J‘ © v Udxdy = f ®)U.nds (33)

Tendo-se a equacdo geral do elemento (e), a combinagéo
linear:

u® =gal® (34)

Pelo Teorema da Divergéncia (Green) aplicando-se as
equacdes (31), (32) e (34) se obtém:

eal j ai a|
I”V e (35)

o o, 2y 2y }a dxdy=
] f¢idxdy+§r$>¢ids

Sendo;
_0h 9% o4 04

T Ty Ty
sistema[20].

, @ matriz de rigidez do

a; = os coeficientes que determinagdo os potenciais nodais
para geracdo dos elementos para a formacdo da imagem sobre

o plano (x,y).

e,

f¢. = fluxo interno de corrente

r§e>¢j = fluxo externo de corrente

Equacionando o problema direto pelos elementos finitos
na Tomografia por Impedéncia Elétrica do tipo:

[KHU} = {1} (36)

Onde [K] representa a matriz de rigidez do sistema, {1} ¢ o
vetor com a distribuicdo de corrente injetada e {U} é o vetor
com os potenciais elétricos nos nés da malha que se quer
determinar. Pode-se relacionar as equacdes (35) e (36), com 0s
respectivos termos que envolvem o problema.



VI. CONCLUSAO

O problema direto na TIE consiste na determinacéo
dos potencias elétricos da borda de um corpo de prova, pois se
conhece as causas (distribuicdes de resistividade elétrica ou
condutividade) e deve-se determinar o efeito (potenciais
elétricos). Através do Método dos Elementos Finitos, usando-
se 0 Método de Galerkin, é possivel determinar os valores
tedricos dos potenciais elétricos. Como o entendimento da
obtencdo desses valores, a continuidade do trabalho consiste
na aplicacdo do problema inverso para a aquisi¢do de imagem,
que possibilitem tanto diagndstico médico como para
materiais.
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