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Solucdes de Carater Analitico para Problemas
formulados na forma Integral

C. H. Kamphorst, E. M. Kamphorst, G. A. Grassi

Resumo — O presente trabalho tem por intuito apresentar
uma metodologia de carater analitico capaz de fornecer solugdes
fechadas para problemas formulados na forma integral,
mediante o emprego de um método espectral que faz uso de uma
expansdo truncada em termos de splines clbicas de Hermite,
associada com um esquema de pontos de colocagdo. Salienta-se
que a referida metodologia ja foi empregada em trabalhos
anteriores, na obtencdo de solucdes para problemas da dinamica
de gases rarefeitos em dutos cilindricos [1], permitindo inclusive,
a obtencdo de resultados numéricos para quantidades de
interesse fisico via implementacdo das solugdes em Fortran.
Contudo, busca-se neste trabalho, evidenciar a possibilidade de
emprego desta metodologia a uma classe mais ampla de
problemas formulados na forma integral, bem como, a
viabilidade de implementacao das respectivas solugdes em Maple.
Neste intuito, o presente trabalho apresenta solucdes para duas
formulagdes integrais distintas, uma na qual se pode comparar o
resultado obtido com a respectiva solucao analitica e, outra, para
uma aplicagdo da dindmica de gases rarefeitos em dutos
cilindricos.

Palavras-Chave — Método Espectral, Splines Cubicas de
Hermite, Equacéo Integral.

I. INTRODUCAO

A obtengdo de solucbes analiticas para problemas de
diferentes campos de aplicagdo nem sempre é uma tarefa facil
ou possivel. Mesmo a aplicacdo de metodologias de carater
analitico, em geral, se restringe as equagfes utilizadas para
descrever fendmenos fisicos relativamente simples ou, entdo,
que considerem simplificacGes significativas no modelo fisico.

Contudo, a obtencdo de solugdes exatas ou solugdes
fechadas desempenha um papel importante na compreenséo
adequada das caracteristicas qualitativas de muitos fendmenos
e processos em diversas areas das ciéncias.

Muitos problemas de varios campos da ciéncia
podem ser formulados tanto por equacgdes integrais como por
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equacBes diferenciais, como por exemplo, problemas
envolvendo transferéncia de massa e calor, elasticidade,

oscilac@es, dindmica dos fluidos, eletrostatica, eletrodinamica,
biomecanica, teoria dos jogos, controle, engenharia elétrica,
economia e dinamica de gases [2]. Entretanto, em alguns
casos, a utilizacdo da forma integral pode facilitar a aplicacdo
de técnicas de carater analitico.

Kamphorst [1], em seu trabalho de tese de doutorado,
fez uso de um método espectral que consiste no emprego de
uma expansdo truncada em termos de splines clbicas de
Hermite, associada a utilizacdo de um esquema de pontos de
colocacdo, a fim de obter solu¢bes fechadas para dois
problemas cléssicos da dindmica dos gases rarefeitos em dutos
cilindricos, denominados de Poiseuille e Creep Térmico,
incluindo uma condi¢do de superficie refletora que, até o
presente momento, inviabilizou a aplicagdo de outra
metodologia de carater analitico. A referida metodologia
permitiu ainda, a obtencdo de resultados numéricos para
quantidades de interesse fisico, via implementacdo da solugéo
em Fortran.

Assim sendo, buscou-se neste trabalho, apresentar um
estudo desta metodologia, visando possibilitar seu emprego a
uma classe mais ampla de problemas formulados na forma
integral, bem como, sua implementacdo no sistema algébrico
computacional Maple.

Il. EQUACOES INTEGRAIS

O emprego de formulacBes integrais em aplicagdes
dos mais diversos campos das ciéncias justifica-se pela
possibilidade de aplicacdo de técnicas de carater analitico. No
caso especifico do estudo de um escoamento gasoso em nano
ou micro dutos cilindricos, a descricdo do comportamento das
particulas gasosas deve considerar a equagdo integro-
diferencial de Boltzman ou, entdo, equacBes modelo, dela
derivadas, que consideram a utilizacdo de algum modelo
cinético (modelo matemético usado para descrever o processo
de interacdo das particulas). Mesmo considerando
simplificaces, as equacfes modelo possibilitam a obtencédo de
solucdes de carater analitico para os problemas fisicamente
mais simples e, em geral, formulados em geometria cartesiana.
Assim sendo, uma opg¢éo que tem possibilitado a aplicacéo de
metodologias de carater analitico para problemas da dinamica
dos gases rarefeitos em geometria cilindrica, consiste na
utilizacdo de formulac@es integrais.

Segundo Barichello et al. [3], considerando como
simplificaces do modelo fisico a possibilidade do gas possuir
moléculas monoatdmicas que sofrem apenas colisfes binarias
com frequéncia de colisdo constante e, admitindo-se que a
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reflexdo das particulas que colidem com a parede sélida do
duto seja perfeitamente difusa, tem-se a equacéo integral,

Z(r) = [t Z(OK (¢t > r)dt +5@1), €))

associada ao modelo cinético BGK, para descrever o
escoamento gasoso em um duto cilindrico reto de raio R. Nela
t € [0,R] e Z(r) corresponde a fungéo incdgnita. O nicleo da
equacdo integral é

[ee)

K(t->r)= i e_TZF0 (t/t,r/7) E, 2)
V) iz

sendo o operador F,(t/t,r/t) definido por

_(I(t/DK(r/7), t<T
Fo(t/T,r/7) = {Ko(t/r)lo(r/r), £>7r’ ®)

em que, I,(x) e K,(x), sdo fungdes de Bessel modificadas de
ordem zero, de primeira e segunda classe, respectivamente [4].
Ainda na Eg. (1), o termo S(r) corresponde ao termo fonte,
que para o problema de Poiseuille (problema cléassico da
dindmica dos gases rarefeitos em que o escoamento se deve
exclusivamente a existéncia de um gradiente de pressdo na
direcdo axial do duto) é

() = %\/E )

e para o problema Creep térmico (onde o escoamento se deve
a existéncia de um gradiente de temperatura na direcdo axial
do duto) é

[oe]

S(r) =R f 1e K, (R/7) I, (r/7)dr. (5)
0

Na formulacdo integral apresentada, uma vez
conhecida a funcdo incognita Z(r), que satisfaz a Eq. (1),
torna-se possivel a obtencdo de grandezas de interesse fisico,
tais como o perfil de velocidade macroscopico das particulas
do gas

w(@) = =200 -3 ®)
e
1 1
ur() = =20 -3 )
para os problemas de Poiseuille e Creep térmico,

respectivamente. Do mesmo modo, outras grandezas de
interesse fisico, tais como: taxas de escoamento, fluxo de
calor, perda de carga e viscosidade, também podem ser
determinadas a partir de expressdes que consideram a funcéo
incdgnita Z(r).

I1l. SPLINES CUBICAS DE HERMITE

As splines Cubicas de Hermite correspondem a
funcGes cubicas definidas em pequenos subintervalos
determinados por M + 1 n6s no intervalo x € [0,1]. Conforme
Schultz [5], as splines clbicas de Hermite de ordem a, F,(x),
coma =0,12,...,(2M + 1), dependem dos nos

Ny = (a/M)?, (8)

paraa = 0,1, ..., M. Assim sendo, escolhido o nimero M + 1
de nés, tem-se 2M + 2 splines clbicas de Hermite F,(x), de
modo que exista um par de splines associadas a cada né do
dominio x € [0,1].

Segundo Schultz [5], as splines cubicas sdo definidas
diferentemente para valores pares e impares de a. Para os
valores pares é considerada uma funcéo

Ebﬁ(x) = Fp (%), 9)
enquanto que para os valores impares de a,
Pp(x) = Fopqq(x), (10)

para f = 0,1,2,--+, M. A definicao das funcdes 1z (x) € ¢g(x)
faz uso das expressdes

fr() = (11)
e
95(0) = Lo (12)
As fungdes 14 (x) sdo determinadas pelas expressdes:
Yo () = g5 (x). [3 — 2go(x)], x € [Ny, M1] , (13.a)
0= e b 659

paraf =12,..,M —1e,

Yy () = fiz (). [3 = 2fyy(¥)], se x € [Ny_1, Ny], (13.)

sendo, que em cada caso, a imagem da fungdo 1z (x) igual a
zero nos demais subintervalos do dominio de definicdo
x € [0,1]. Do mesmo modo, as fungdes ¢z (x), usadas para
definir as splines clbicas impares, sdo determinadas por:

Po(x) = xg5(x), x € [No, Ny], (14.2)
(x—=Np)fF (x), x € [Ng_y, Ng]

= 14b

@p(x) {(x—Nﬂ)gf;(x),x € (Ng, Nya] (14.b)

paraf =1,2,..,Me,



Pu(x) = (x—Ny) f17(x), x € [Nyy_1, Ny] (14.c)
sendo, em cada caso, a imagem da fungdo ¢g(x) igual a zero
nos demais subintervalos do dominio de definicdo x € [0,1].
A Figura 01 apresenta as representagdes graficas das
splines cubicas de Hermite, realizadas em Maple a partir da
implementacdo das Eqgs. (13) e (14), para 0 caso em que se

. , ~ . 1 4
admite M = 3. Neste caso, 0s n0s sdo as abscissas O,;,; el

(definidos pela Eq. (8)) e splines clbicas definidas para as
ordens zero a sete (quatro de ordem par e quatro de ordem
impar). Séo elas:

1458x3 — 243x2+1, 0 < x < %

Fo(x) = o (x) =

0, §<x31

81x3 —18x%2 4+ x,0< x <

O |-

o Fi(x) =¢@ox) = 1
0, ;<x <1

—1458x3 +243x%, 0 <x <;
16 1
. Fz(x)=1/)1(x)=<54x3—45x2+8x+;,;<x§%
0, i<x§1
\ 9
81x* —9x% 0< x <+
3 P 16 1 4
= = —_ - —_— = < —
o F(x) =¢p;(x) =49x> —9x tox - <X s
0, §<xs1
o Fu(x) =¢,(x) =
1
0, 0Sx<;
—54x3 +45x2 —8x +—, t<x <2
27 9 9
L1458x3_3159x2 1944x_&, i<x$1
125 125 125 125 9
o F5(x) = @(x) =
1
( 0. 0SX<;
% 93 —6x? +x——, L<x<?
81" 9 9
81
Blys 18,2 (153, 36 2 x<1
25 25 25 25 9
o Fg(x) =¢3(x) =
0, 0Sx<§
—1458 3 3159 2_194—4— +@,f§xgl
125 125 125 125°9
0, 0Sx<g
o F(x) =@3(x) =
B -2 1 By oy <t
25 25 25 25" 9

Constata-se, que as splines cubicas de Hermite ndo
apresentam descontinuidades ou singularidades que poderiam,
por exemplo, dificultar a sua integrac&o.
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Figura 01: Splines Cubicas de Hermite no caso M = 3.

IV. APRESENTACAO DO METODO ESPECTRAL

O meétodo espectral consiste de uma metodologia de
carater analitico que se baseia na proposicdo de uma forma de
solucédo fechada em termos de fungGes de base e coeficientes a
determinar de modo que a expressdo proposta satisfaca a
formulacéo integral considerada.

A metodologia apresentada neste trabalho, porém,
considera 0 emprego de uma expansdo truncada em termos de
splines cubicas de Hermite, associada ao emprego de um
sistema de pontos de colocacéo.

A fim de apresentar tal metodologia, j& utilizada
anteriormente por Kamphorst [1], consideremos a equagdo
integral

4mx sen(4mx) (1
foo =TT [ ropdy +x, (15)

com x € [0,1], que admite solugdo analitica

f(x) = x sin(4mx) + x. (16)
Inicialmente, propde-se uma solu¢do f(x) na forma de uma
expansao truncada em termos de splines cubicas de Hermite
de ordem a, F,(x),



L

F) =) aah(), (17)

a=0

em que a, Sdo constantes que devem ser determinadas de
modo que a expansdo proposta satisfaca a equagdo integral
(Eg. (1)). Substituindo a expansdo na Eq. (1), é possivel
escrever

L
S a, |ty - I f R0y | =x. (18

a=0

Aplicando-se, agora, 0 esquema de pontos colocacdo definido
por

=),

parai = 0,12, ..., L, obtém-se,

d 41rx; sin(47mx;)
XA z—ch,v)dy =x (20)

a=0

Apos a avaliacdo das integrais envolvidas, a Eq. (20)
resulta em um sistema algébrico linear de ordem L +1
(2M + 2), cuja solugdo é o conjunto de constantes a, da
expansdo proposta da Eq. (17), definindo assim, uma solucéo
fechada para a Eq. (15).

Resultados numéricos para a solugdo espectral,
encontrada a partir da resolugéo do sistema dado pela Eg. (20),
podem ser determinados em Maple. O Maple consiste de um
sistema computacional algébrico no qual as integrais podem
ser avaliadas mediante o emprego da funcgdo int e, a solugédo
do sistema algébrico pode ser obtida com o comando linsolve
do pacote linalg (disponivel no Maple). Assim sendo, usando
0 parametro de entrada M = 10 (que resulta em uma expansao
com L = 21 e, consequentemente em um sistema linear de
ordem 22), sdo encontradas as constantes indicadas na
Tabelal.

Substituindo as constantes da Tabela 1 na Eq. (17),
tem-se uma solugdo fechada (valida para todo o dominio de
definicdo x € [0,1]). A representacdo grafica desta solugdo,
bem como, da respectiva solugdo analitica indicada na Eq.
(18), sdo apresentadas na Figura 02. Constata-se que ha uma
boa concordéncia entre ambas, mesmo usando uma ordem de
expansdo baixa (L =21). Contudo, observando o0s erros
absolutos, observa-se uma convergéncia mais répida nos
valores de x proximos de zero.

A Figura 03 apresenta o grafico dos erros absolutos
cometidos mediante o truncamento da solu¢do em L = 21.
Constata-se um erro relativo maximo préximo de 6% em
x = 0,96. Todavia este erro diminui muito na medida em que
optamos por ordens de expansdo maiores. Usando o parametro
de entrada L = 101, por exemplo, obtém-se, para o caso em
estudo, o gréfico de erro absolutos indicado na Figura 04 e um
erro relativo maximo inferior a 0,035%.

Tabela 1. Constantes da Expanséo Proposta com L=21

a a,
0 0
1 0.9992131044842768181
2 0.0112479871746410982
3 1.2461845486026868083
4 0.0592174175311318060
5 1.9175704019187060790
6 0.1713114651444029438
7 2.3956815767215633266
8 0.3048515720906985069
9 1.0808829557414977060
10 0.2505777526760416885
11 -2.1522506625809439193
12 0.0060071576056566425
13 -0.8899935904556869071
14 0.4254196094196357202
15 7.1985514579796437178
16 1.2705301043406726030
17 0.3759063820153543097
18 0.2627541145686569601
19 -8.0040107531992580961
20 1.0000000000000000084
21 15.790833085975352703
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Figura 02: Gréfico das Solugdes com L=21
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Figura 04: Grafico dos Erros Absolutos com L=101

V. SoOLUCOES DE CARATER ANALITICO PARA PROBLEMAS DA
DINAMICA DOS GASES RAREFEITOS

Com o intuito de evidenciar a aplicabilidade do
método espectral anteriormente apresentado, na obtencdo de
uma solucédo fechada para problemas envolvendo escoamentos
de gases rarefeitos em dutos cilindricos, considera-se a
formulacdo integral do modelo cinético BGK, indicada na Eq.
Q).

Levando em consideracdo o intervalo de integracdo
t € [0,R] da Eq. (1) e, o intervalo de definicdo das splines
cubicas de Hermite, x € [0,1], propde-se, inicialmente, uma
solucédo na forma

21D

Z(r) = z a.F, (%)

a=0

Na expansdo proposta na Eq. (21), F,(x) sdo splines
clbicas de Hermite de ordem «, com a=0,1,2,...,L,
definidas a partir de M + 1 no6s do intervalo x € [0,1] [5].
Ainda na Eg. (21), a, sdo os coeficientes constantes que
precisam ser determinados de modo que a expansao satisfaca a
formulacéo integral (Eq.(1)).

Substituindo a Eq. (21) na formulagdo integral (Eq.
(1)) e, promovendo a troca de variaveis,

r 22
x = (22)
e
_! 23
y - R’ ( )
bem como, utilizando o esquema de pontos de colocagéo
i\2 .
x=(3), i=012,L, (24)

é possivel reescrever a Eq. (1), na forma,

L

> g (B (1) = R2[Ua () + Vo ()1} = S(Rx). (25)

a=0

Na eqg. (25), a presenca dos termos U, (x;) e V,(x;) se
deve a subdivisdo do intervalo de integragdo, realizado em
razdo da descontinuidade do operador do nucleo da equacédo
integral, em r = t, conforme pode ser observado na Eq. (3).
Deste modo, os termos U,(x;) e V,(x;), correspondem,
respectivamente, a

Xi

Uy (xp) = f Y Fe() K(Ry — Rx)dy

0

(26)

1

V(x) = f Yy F.() KRy = Rxpdy.  (27)

Xi

Assim sendo, apds avaliacdo das integrais, a Eq. (25)
consiste em um sistema algébrico linear de ordem L+ 1
(M + 2), cuja solucdo é o conjunto de coeficientes a, da
expansdo proposta, de modo que a mesma satisfaca a
formulacéo integral. Logo, tem-se uma solugdo fechada (Eq.
(17)) que torna possivel a obtencdo das quantidades de
interesse fisico.

Contudo, as singularidades do ndcleo da equacdo
integral e das fun¢bes modificadas de Bessel utilizadas na sua
definicdo, inviabilizam a avaliacdo do nucleo e das integrais
das Eqgs. (26) e (27), em Maple, sem a realizacdo de algumas
adequacdes.

VI. ASPECTOS COMPUTACIONAIS E RESULTADOS NUMERICOS

A fim de obter resultados numéricos para quantidades
de interesse fisico dos problemas de Poiseuille e Creep
térmico, a partir da solucdo espectral apresentada
anteriormente, faz-se necessaria a realizacdo de algumas
adequacdes. As alternativas apresentadas a seguir ja foram
utilizadas por Kamphorst [1] na obtencdo de resultados
numeéricos da solucao apresentada, em Fortran.

Por razbes computacionais (evitar problemas de
overflow), uma das adequagBes necessarias para avaliagdo das
integrais, consiste na utilizacdo das func¢Ges

() = Iy (x)e™ (28)

Ko () = Ko(x)e*, (29)
na definicdo do operador do nucleo da equagdo integral,
indicado na Eq. (3). Desse modo, considerando também as
trocas de varidveis indicadas nas Egs. (22) e (23) e o emprego
do esquema de pontos de colocacdo, o operador
Fy(Ry/t,Rx;/7) passa a ser definido por



Fy(Ry/t,Rx;/7) =
o - Ry=xp)
Ly(Ry/D)Ky(Rx;/v)e =,  y<x

R xi—y) ’

Ko(Ry/DIp(Rx;/1)e” T y>x

(30)

Salienta-se que as funcdes I,(x) e K,(x) podem ser
avaliadas, em Maple, a partir da implementacdo de um
algoritmo numérico do pacote LINPACK [6]. Mesmo assim, a
avaliacdo do nucleo da equacdo integral,

[ee]

2 P dt
K(Ry - Rx;) = \/_Ef e " Fo(Ry/‘L',in/‘L')T—Z,(31)

0

impde dificuldades para sua avaliagdo quando os argumentos
Ry e Rx; assumem valores proximos. Optou-se entdo, pela
utilizacdo de uma metodologia ja utilizada por Kamphorst [1],
que consiste em subtrair e somar a expressao

2 [ " dr
SRy Rx) = —= [ Foly/t,Rx/D G, (32
0

a Eg. (31), nos casos em que |Ry — Rx;| < 0,05. Assim
sendo, obtém-se

(o0}

2 2 . d
—J-(e" -1) FO(Ry/T,in/T)T—z

K(Ry - Rx;) = N
(33)

0
+S7(Ry, Rx;).

Na Eg. (33), o termo S;(Ry,Rx;) corresponde a
avaliacdo do termo S, (Ry, Rx;),

2 y
S!(Ry, Rx;) = EllipticK (—) 34
e
S:(Ry, Rx,) = —— Ellipti K(xi) (35)
,Rx;) = ——EllipticK |—),
1 y i Ry\/ﬁ p y

para 0s casos em que y < x; ey > x;, respectivamente, sendo
EllipticK (x) a integral eliptica completa de primeira ordem
[4].

Na sequéncia realizou-se ainda a troca de variaveis

1
s(r) = Py (36)
bem como, a soma e a subtracéo do termo
1
S 2 f S Ko (s)d 37
=— € s)as
2 \/EO 0

a Eq. (33), resultando em

K(Ry - Rx;) =

2 _ en
= [ (069 FoRy/(5), R/ 59) + e Ro() ds
0
+S;(Ry,Rx;) — S,. (38)

Na Eq. (38), S, é diretamente avaliado em Maple
(S, = 1,40202222809807033),

e T’ 1
g(s) = G (39)
e
_ 1-s 40
T(s) = r (40)

As modificacdes sugeridas no nicleo da equacédo
integral, que resultaram na Eq. (38), transformaram o
integrando em um termo com comportamento grafico mais
suave. Optou-se, entdo, pela integracdo numeérica via
quadratura de Gauss-Legendre. Desse modo, a avaliacdo do
nacleo da equacdo integral passou a ser realizada pelas
expressdes

Fo(Ry /2y, Rx;/2p)e "
(un + 1)z3

2 N
K(Ry — Rx;) = ﬁz Wy (41)

e

K(Ry - Rx;) = C(y,x) + 7;2 W Ani(¥) + By], (42)

para 0s casos em que |Ry —Rx;| = 0,05 e |Ry — Rx;| <
0,05, respectivamente.

Nas Eqgs. (41) e (42), N corresponde ao nimero de
pontos e pesos da quadratura de Gauss-Legendre, u, e wy,,
empregados na avaliagdo numérica das integrais, enquanto que

+1
z, = —In (”” ) (43)
C(y,x;) = S{(Ry,Rx;) + S, (44)
4(e®V* —1)Fy(Ry/p%, Rx;/pL)
Ani ) = Gy — @
tn)
e
B, = ePn Ky (p3 ), (46)
sendo,
1—p,
T _ N 47
Pn=17 . (47)



s Hnt1
Pn=Tg

(48)

Com isso, embora muito lentamente, é possivel
efetuar a avaliacdo do nlcleo da equagdo integral em Maple.

Tendo em vista a reducdo do esforco computacional,
optou-se ainda, pela integracdo dos termos U, (x;) e V,(x;)
apenas nos subintervalos [d,,e,] para os quais as splines
cubicas F, (y) ndo sdo nulas. Assim sendo, as Egs. (26) e (27)
podem ser reescritas do seguinte modo:

My,i
UeG) = | YRO) KGRy > Reddy  (49)
dg
e
eq
V) = [ yEG) KRy~ Rxddy,  (50)
Na,i
em que
Mmy; = min{x;, ey} (51
e
Ng; = max{x;, d,}. (52)

E, também propondo sua avaliagdio mediante
aplicacdo da quadratura de Gauss-Legendre, tem-se

d N
m . —
Uelr) = T2 w0, yi BODKRY; > Rx) - (53)

n=1

N
ey — Ny
Vel = "7 w3 B ODK(RY; - Rx). (549

n=1

Nestas expresses o0s termos y; e y; sdo oriundos das trocas
de variaveis necessarias para aplicacdo da quadratura de
Gauss-Legendre, sendo definidos, respectivamente, por

 _ (”la,i - da).un + Meyi + da
=
2

(55)

 _ (ea - na,i).un + Na,i +eq
V2 = 2 .

(56)

Assim sendo, torna-se possivel a avaliacdo de todos
os termos do sistema linear indicada na Eq. (25). A solugéo
deste sistema pode ser obtida com o comando linsolve do
pacote linalg e, uma vez conhecida define a solu¢do proposta

na Eq. (17). Consequentemente, torna-se possivel a obtencdo
de resultados numéricos para quantidades de interesse fisico.
As Figuras 05 e 06, apresentam a representacao
grafica dos perfis de velocidade obtidos para os problemas de
Poiseuille e Creep Térmico obtidas, em Maple, com a
utilizacdo dos pardmetros de entrada R = 0.01, N = 30 (trinta
pontos de quadratura) e M = 10 (expansdao L =21) e, 0
consequente emprego das Eqgs. (6) e (7). Ressalta-se que 0s
resultados numéricos, assim obtidos, concordam em trés a
quatro digitos com resultados disponiveis na literatura [7], em
um tempo computacional de aproximadamente cinco horas.
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Figura 05: Perfil de Velocidades de Poiseuille
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Figura 06: Perfil de Velocidades do Creep Térmico

VII. CONCLUSAO

Com a realizacdo do presente trabalho evidenciou-se
a possibilidade de aplicagdo de um método espectral, baseado
no emprego de uma expansdo em termos de splines cubicas de
Hermite, na obtencdo de solugdes de caréater analitico
(solucBes fechadas) para problemas formulados na forma
integral.

Constatou-se ainda, a possibilidade de implementa-
cdo do método em Maple. Contudo, salienta-se, que apesar
deste sistema computacional algébrico possuir algumas
funcBes que favorecem a obtengdo de resultados numéricos, a
presenca de singularidades nas formulacBes pode exigir algum
tratamento numérico, que podera resultar em grande esforco
computacional.

Neste trabalho foram tratadas duas situacGes
propostas nas Egs. (15) e (1), respectivamente. A primeira
delas considera uma equagcdo integral relativamente simples, a
qual favoreceu a obtencédo de resultados numéricos, em Maple,
em um tempo computacional reduzido (aproximadamente 1
minuto no caso M=10). Todavia, a formulagdo integral usada
para descrever o escoamento de um gas rarefeito exigiu um



tratamento numérico de singularidades, fato esse que
demandou um esforgo computacional muito elevado.

Ressalta-se ainda, a perspectiva de aperfeicoamento
da metodologia mediante o emprego de expanses em termos
de polinbmios ortogonais, haja vista que determinada
propriedades destes polindmios poderdo favorecer a obtencéo
de resultados numéricos com maior precisdo e menor esforco
computacional.
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