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Uma Estratégia Hibrida para o Problema de
Empacotamento

Rosana dos Santos, Leonardo Ramos Emmendorfer

Resumo - Problemas de corte e empacotamento tém inimeras
instancias industriais e vém sendo objeto de estudo desde os anos
50, onde diversos autores ja apresentavam modelos tedricos e
métodos de soluciio, ressaltando o potencial técnico e econdmico
de suas aplicacdes praticas. Em tais problemas a ideia basica é de
otimizar uma determinada fung¢io objetivo, como a de minimizar
perdas, custos, desperdicios de espaco e outros. E importante
ressaltar que no presente artigo apresenta-se uma metodologia
analitica que visa solucionar o problema de empacotamento de
duas elipses, idénticas ou niio, nio sobrepostas e tangentes num
unico ponto, dentro de uma regido retangular onde avaliou-se a
4rea minima ocupada por tais elipses dentro desta regiao.

Palavras-chaves - Problemas de corte e empacotamento,
empacotamento de elipses, empacotamento.

I. INTRODUCAO

grande variedade de problemas que estdo estreitamente

relacionados com os problemas de corte e

empacotamento tem ocasionado o aumento do interesse
por este assunto por diversos estudiosos. Alguns exemplos de
problemas deste tipo observados no cotidiano sdo os
problemas de carregamento de veiculos, alocagio de tarefas ou
memoria computacional, balanceamento de linha de
montagem, orgamento de capital e demais.

O problema de corte consiste em cortar unidades de pecas
maiores para a produgdo de unidades de itens menores, com
quantidades e tamanhos especificos, de maneira a otimizar
uma determinada funcdo objetivo, como por exemplo, a de
minimizar perdas, custos e o total de objetos a serem cortados,
visando maximizar lucros de produgdo, como cita Arenales,
(2003) em [2]. Tais problemas tém inumeras instancias
industriais, como em industrias de papel, papeldo, moveis,
vidros, plasticos, cal¢ados, roupas, barras e placas de metal,
aluminio, aco e madeira, chapas de vidro, pecas de couro,
entre outras. Exemplos praticos de problemas similares ao do
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corte em sua formulagdo e resolugdo sdo os problemas de
empacotamento, o qual consiste em determinar a melhor
forma de arranjar um conjunto de itens dentro de objetos,
como por exemplo, alocar caixas (itens) dentro de contéineres
de caminhdes, navios e vagdes de trens (objeto).

De acordo com Arenales (2003) em [2], dependendo da
natureza dos objetos/itens e dos tipos (barra, placas, caixas,
circunferéncias, esferas, dentre outros) a serem cortados ou
empacotados, temos os chamados problemas de corte ¢
empacotamento  (PCE) unidimensional, bidimensional,
tridimensional. No caso do problema unidimensional, apenas
uma dimensdo (comprimento) do objeto ¢ levada em
consideragdo no processo, como no caso de barras de ferro.
Este tipo de problema aparece muito em industrias de papel,
papeldo, canos, estruturas de metal, ago, esquadrias, entre
outras. Em problemas bidimensionais, duas dimensdes
(comprimento e largura) do objeto sdo consideradas
relevantes, e podem ser vistos em induastrias de moveis,
metalurgicas, esquadrias de aluminio e outros. Por fim, o
problema ¢ tridimensional quando trés dimensdes
(comprimento, altura e largura) do objeto sdo consideradas.
Tal problema ocorre em industrias de colchdes e travesseiros,
bem como em transportes de produtos e cargas, onde varios
produtos como vidros, pisos e azulejos devem ser
encaixotados para serem transportados em furgdes de
dimensdes fixas visando minimizar o niimero de viagens de
um lugar para outro.

Neste trabalho, serd apresentada uma metodologia analitica
para solucionar o problema de empacotamento de duas elipses
em uma regido retangular, tais que estas ndo estejam
sobrepostas, além disso, sera apresentada uma avaliacdo da
area ocupada pelas mesmas nesta regido. Na proxima se¢do
(secdo II) apresenta-se uma revisdo bibliografica de alguns
trabalhos desenvolvidos sobre problemas de corte e
empacotamento, em seguida, o objetivo e a justificativa (se¢do
IIT) de tal pesquisa, bem como a metodologia utilizada (se¢éo
IV), resultados esperados ¢ propostas futuras de trabalhos
(segdo V).

II. REVISAO BIBLIOGRAFICA

A grande importancia operacional e econémica do problema
de corte e a sua dificuldade de resolugdo tém despertado
interesse de pesquisadores nesta area desde os anos 50, onde
diversos autores ja apresentavam modelos tedricos e métodos
de solucdo, ressaltando o potencial técnico ¢ econdomico de
suas aplicagdes praticas. Nos problemas de empacotamento o
principal objetivo consiste em maximizar a propor¢do entre o
volume dos itens a serem empacotados e o volume total do
objeto onde os itens serdo colocados. Os casos especificos que
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se desdobram da ideia basica de empacotamento estdo ligados
a importantes problemas de natureza pratica, como problemas
nas areas de matematica aplicada, fisica, biologia, engenharia
€ outras.

Os PCEs vém sendo estudados ha décadas e um dos
trabalhos de maior repercussdo foi o dos pesquisadores
Gilmore e Gomory (1961) em [10], que apresentaram o
método simplex com geragdo de colunas para um modelo de
otimizagdo linear, ou seja, uma aproximagao para o problema,
que resolveu pela primeira vez problemas reais de corte de
estoque unidimensional.

Em problemas de engenharia, administracdo, logistica,
transporte, entre outros, sao utilizadas técnicas matematicas de
otimizagdo para maximizar ou minimizar uma fungdo
previamente definida como indice de desempenho e
performance, visando encontrar uma solugdo Otima do
problema, ou seja, a qual resulte no melhor desempenho
possivel do sistema, segundo o critério de desempenho
previamente definido. Para Dyckhoff e Finke (1992) em [8],
problemas de corte e empacotamento sdo, em geral, problemas
de otimizacdo combinatéria que buscam determinar o arranjo
otimo de unidades menores (itens) dentro de unidades maiores
(objetos) satisfazendo a determinadas restricdes, ou seja,
alocar uma colegao de itens com tamanhos definidos no menor
nimero de compartimentos possivel. A capacidade do
compartimento ¢ previamente definida, de forma que nenhum
destes seja preenchido além de sua capacidade, assim como
nenhum objeto seja fracionado em objetos menores.

A. Trabalhos relacionados a empacotamento

Muitos sdo os trabalhos encontrados na literatura que
apresentam problemas de empacotamento, como por exemplo,
empacotamento de esferas/circulos, retangulos, particulas,
granulados, entre outros. Neste artigo sdo revisados alguns
trabalhos relacionados a empacotamento de esferas e circulos,
como por exemplo o trabalho recente de Birgin (2005, 2008)
em [1] e [3], que lidou com o problema de empacotar itens
retangulares e ndo retangulares (quadrado, circulo, tridangulo
equilatero, elipse, retdngulo, etc.) dentro de objetos
retangulares ¢ ndo retangulares, utilizando heuristicas
baseadas em subproblemas de programacdo nao linear, no qual
a resolugdo destes subproblemas correspondia a responder a
pergunta de se um determinado subconjunto dos itens que
devem ser empacotados poderiam ou ndo serem empacotados
no objeto.

Em  problemas de empacotamento de  objetos
circulares/esféricos, a ideia basica geralmente ¢ arranjar
circulos/esferas no interior de uma regido limitada de forma
que ndo haja sobreposi¢do dos circulos/esferas nesta regido.
Um exemplo pratico ¢ o caso do problema de empilhamento
de laranjas, o qual sempre interessou os produtores, na busca
de encontrar a forma mais compacta de empilha-las para
economizar engradados.

Paula Junior (2010) em [14] destaca um exemplo de
empacotamento de g de esferas idénticas dentro de um cubo C
em R®, onde a intengdo era alocar as g esferas dentro do cubo,
sem sobrepd-las, maximizando seu raio. Equivalentemente,
desejou-se maximizar a minima distdncia entre pares de ¢

esferas dentro do cubo. A Figura 1 representa o problema em
questdo para o caso de g = 20.

Figura 1: Empacotamento de esferas em um cubo. Fonte: Paula
Junior, 2010.

Altimari (2005) em [1] tratou do problema de empacotar
circulos de diferentes raios em um determinado retangulo
como um problema de programacdo linear, no qual os
algoritmos visavam resolver o problema de como encaixar da
melhor maneira possivel um dado numero de circulos dentro
de um dado retangulo. A partir de uma ordenagdo de pegas, a
intengdo era que cada pega fosse colocada na posi¢do mais alta
a esquerda possivel dentre um conjunto finito de opgdes,
obtido em relacdo as pecas ja colocadas, excluindo-se as
repeticdes e sobreposi¢cdes. Na Figura 2 ilustra-se um
exemplo, no qual se sup6s uma ordenagdo inicial PI, colocada
no canto superior esquerdo, e apds verificou-se as possiveis
posigdes que P2 poderia ocupar de forma 6tima.

Figura 2: Exemplo de empacotamento de circulos.

O empacotamento de particulas também vem sendo muito
estudado nos ultimos anos em diferentes areas da engenharia,
devido ao fato de que grande parte dos materiais naturais ou
industriais com os quais lida-se diariamente sdo ou contém
particulas de diferentes formas e tamanhos, como os grios
de agregados, minerais, metais, solos, moléculas, poros ou
rochas, entre outros. Segundo Castro (2009) em [4], o estudo
do empacotamento de particulas pode ser definido como o
problema da correta selecdo da propor¢cdo e do tamanho
adequado dos materiais particulados, de forma que os vazios
maiores sejam preenchidos por particulas menores, cujos
vazios serdo novamente preenchidos com particulas ainda
menores e assim sucessivamente. Na Figura 3 tem-se um
exemplo de empacotamento de circulos, com maxima
densidade, e na Figura 4 tem-se o empacotamento de circulos
com deficiéncia de particulas.



Figura 4. Fonte: Castro, 2009.

B.  Métodos e algoritmos para solucionar problemas de
empacotamento

Muitos sdo os métodos e algoritmos utilizados para
solucionar PCE, e uma técnica muito utilizada para solucionar
tais problemas ¢ a de algoritmos gulosos, os quais seguem a
resolug@o de problemas heuristicos de fazer a melhor escolha
localmente em cada fase, com a esperanga de encontrar um
resultado otimo, ou seja, faz-se o que parece ser a melhor
escolha no momento ¢ em seguida, resolvem-se os
subproblemas que surgem mais tarde. Tal algoritmo nunca
reconsidera as escolhas feitas e por ser geralmente um
algoritmo facil de implementar, ele nem sempre conduzird a
solugdes otimas, como cita Cherri (2009) em [6].

Um exemplo de heuristica gulosa é abordado por Cherri
(2009) em [6] em seu trabalho sobre problemas de corte de
estoque com sobras de materiais aproveitaveis, no qual fez uso
de uma heuristica para obter um padrdo de corte e apés, a
sobra/perda era analisada para verificar se estava dentro dos
limites aceitaveis definidos previamente para o proximo
padrdo de corte. O processo s6 encerra-se quando se obtém
uma sobra aceitavel ou o padrdo de corte anulado.

Além do algoritmo guloso, vem sendo adotado também o
uso dos algoritmos genéticos (AG), os quais tem se destacado
nas publicacdes mais recentes sobre PCE, na busca por
solugdes aproximadas. De acordo com Goldberg (1989) em
[11], os AGs constituem uma técnica de busca e otimizacdo
inspirada nos mecanismos de evolugdo de seres vivos, ou seja,
algoritmos que seguem o principio da selecdo natural e
sobrevivéncia do mais apto. As técnicas de busca e otimizagdo
geralmente apresentam um espago de busca, onde estdo todas
as possiveis solugdes do problema e uma fungdo objetivo para
avaliar as solugdes produzidas (Constantino, 2002) em [7].

Segundo Johnson (1979) em [13], os PCEs em geral, sdo
problemas combinatérios NP-dificeis e, portanto, para se
determinar uma solugdo com garantia de otimalidade,
normalmente ¢ exigido um grande esfor¢o computacional, o
que na pratica, até entdo ndo se apresentou um algoritmo
eficiente que os resolva. De acordo com Gooldrich e Tamassia
(2002) em [12], um dos métodos mais efetivos para solucionar
problemas deste tipo é a construgdo de algoritmos de

aproximagao, os quais servem para encontrar pelo menos uma
solugdo aproximada de um dado problema.

III. OBJETIVO E JUSTIFICATIVA

O objetivo principal deste trabalho é de apresentar uma
nova metodologia analitica que solucione o problema de
empacotamento de duas elipses, idénticas ou ndo e sem
sobreposi¢do dentro de uma regido retangular, de modo que a
area ocupada pelas mesmas dentro dessa regido seja a minima.
Além disso, serdo apresentados algumas implementagdes da
metodologia proposta.

Parte da motivagdo para a presente pesquisa deve-se a
importancia tecnoldgica e econdémica de suas aplicagdes
praticas, além disso, devido a auséncia de técnicas para
resolucdo de problemas de empacotamento de elipses, ja que
ha uma diversidade de métodos existentes para resolver
problemas de empacotamento de retangulos, quadrados,
esferas, circulos, entre outros. Em vista disso, desenvolveu-se
tal metodologia, para que esta sirva de fundamentacdo para
estudos futuros de outros estudiosos interessados nesta mesma
area de pesquisa.

IV. METODOLOGIA

A titulo de ilustracdo da metodologia proposta,
desenvolveu-se inicialmente uma heuristica, no qual avaliou-
se o problema de empacotamento de uma elipse e um circulo,
tal que o circulo rotacionasse em torno de uma elipse fixa, em
seguida, determinou-se a equacdo que descreve a area de um
retangulo minimo que continha inscrito os mesmos ndo
sobrepostos e tangentes em um Unico ponto P (Figura 5). De
maneira similar, determinou-se a equagdo que descreve a area
do retangulo minimo que continha inscrito duas elipses, nao
sobrepostas e tangentes em um unico ponto P (Figura 6).
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Figura 5: Retangulo minimo formado pela tangencia de uma elipse e um
circulo.
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Figura 6: Retangulo minimo formado pela tangencia de duas elipses.
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A seguir, s@o descritos os procedimentos utilizados
para o desenvolvimento das metodologias descritas
anteriormente.

A: Caso 1 - Empacotamento de uma elipse e um circulo
i. Considerar as equagdes paramétricas da elipse, de semi-
€iX0s maior e menor iguais respectivamente, a; € b; € com
centro em C, =(xc,,yc,), «, €[0, 27] e 7 €[0, 27x]:
x,(r)=Xc, +a,cos(r)cos(,) - b;sen(r)sen(e, )
{yl (r) = yc, +a,cos(r)sen(a, ) + b,sen(r)cos(a, )’
onde ¢, ¢ o angulo de inclinagdo do eixo maior da elipse em
relagdo ao eixo Ox e o parametro 7 descreve todos os pontos
pertencentes a elipse;
ii. Considerar as equagdes paramétricas do circulo de raio r e
centro em C, = (xc,,yc,):
X, (1) = xc, +1cos(7)
{yz (7) = yc, +rsen(r)’
iii. Fixar a elipse no centro C, =(0,0) e considerar ¢, =0,

r€[0, 27]-

logo:

{xl (r)= alcos(r)’ rel0. 27]-
y, () =b;sen(7)
@, tal que @

P=(x,,y,) daclipse, logo:

iv. Considerar defina um ponto

x, =a,cos(¢,)

, ¢ €10, 27]-
Yo =b,sen(p,) ]

v. Calcular o centro C; do circulo de raio r a partir do ponto P
em funcdo de @, e da equacdo da reta ortogonal a reta
tangente em P, com base no esboco da Figura 7;

C:=(0.0)

/

Figura 7: Determinacdo do ponto de tangencia da elipse e do circulo.

vi. Determinar a equagdo da reta ¢, tal que ¢ seja a reta
tangente a elipse em P, a partir da derivada das equagdes
paramétricas da elipse em P. Logo, considera-se como
sendo m a inclinagdo da reta tangente a elipse no ponto P,
entdo:

_dy__beosi@)
Cdx a,sen(@,)
e deste modo, a reta ¢ sera descrita pela equacdo:
y=m(x-x,)+y,.
vii. Determinar a equagdo que descreve a reta o, tal que o seja
a reta ortogonal a reta ¢+ em P, tendo em vista que a

inclinagdo da reta o em P éigual a _ ! , entdo:
m

1
=——(x-x,)+y, -
y=— =Xy,
viii. Sendo a distancia dos pontos C, e P obtida a partir da
equagdo d(C,,P)= \/(xcz -x,)’ +(ye,—y,) =r,
segue que:

)
[2 2
ye, =%\ r-—=(xc, =x,)" +y, .

Pela Figura 7, nota-se que o centro C, do circulo
pertence a reta o, deste modo, como a reta o é descrita pela

N 1 ~
€quacao j = —;(x — xl)) +y, entao:

(1 @
e =\ =, (xcy=x,)+y, -
Iguala-se as equagdes 1 ¢ 2 e obtém-se XC, do ponto C;:

r

2
1
-—— | +1
m
ix. Determinado o centro C, do circulo sera possivel gerar o

mesmo, tangente a elipse no ponto P, a partir de suas
equagdes paramétricas.

xc, =% +x,°

Resultados graficos foram obtidos com o auxilio do
software Matlab, o qual ¢ um software interativo voltado para
o calculo numérico, como pode ser observado nos graficos
abaixo (Figuras 8 € 9), nos quais foram considerados a elipse
de centro C, =(0,0), @, =0 € de semi-eixos iguaisa 6 € 4, € 0
circulo de raio igual a 4.

Angulo fi1=0 Angulo fi1=pif4

15

s 10 5 10 15 -10 5 0 5 10

0 5
Figura 8 Figura 9
B: Caso 2 - Empacotamento de duas elipses

i. Considerar as equagdes paramétricas da primeira elipse de
semi-eixos maior e menor iguais respectivamente, a a; e
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b, com centroC, =(xc,,yc,) T€[0, 27] e

a, €[0, 27]:
x,(7) =xc, +a,cos(r)cos(a,) - b,sen(r)sen(e, )
{yl () = yc, +a,cos(r)sen(ar, ) + b;sen(z)cos(e, ) ’
onde ¢, ¢ o angulo de inclinagdo do eixo maior da elipse em

relagdo ao eixo Ox e o parametro 7 descreve todos os pontos

pertencentes a elipse;

ii. Considerar as equagdes paramétricas da segunda elipse de
semi-eixos maior e menor iguais respectivamente a a, €

by, onde C, = (xc,,yc,), @, €[0, 27] e 7 €[0, 2x]:
X,(7) = xc, +a,cos(r)cos(r, ) - b,sen(r)sen(e,)
{yz (r) = yc, +a,cos(r)sen(ar, ) + b,sen(r)cos(r,) .
iii. Fixar a primeira elipse em C, =(0,0) e considerar
a, =0, logo:

{xl (r) =a,cos(r)
v, () = blsen(f)’
iv. Considerar ¢, tal que ¢, define um ponto P =(x,y,)

r€[0, 27]-

da primeira elipse, logo:
x, =a,cos(g,)
T g elo, 27,
Yo = blsen(wl)

v. Determinar a equagdo que descreve a reta ¢ tangente a
primeira elipse dada, no ponto P, bem como a reta o,
ortogonal a reta  em P. Similarmente ao caso 1, a reta ¢

sera descrita pela equacdo y = m(x — xp) +y,earetao
sera descrita pela equagdo y = b (x=x,)+y,
m

v

7

C:=(0.0)

Figura 10: Determinag@o do ponto de tangencia das elipses.

vi. Com base na Figura 10, determina-se o 4ngulo &, , sendo

o, o angulo de inclinagdo do eixo maior da segunda
elipse em relagdo a Ox, tendo em vista que a inclinagdo

da reta ortogonal ¢ e que g = arctg(— lj , entdo

m m
a, :(6+72T];

d(C,,P) =J(xe, =x,)* +(yc, = ¥,)* =b,»
entao:

3)
Ye, :i\jbzz_(xcz_xp)z +y, ( :

Pela Figura 10 nota-se que o centro C, da segunda elipse
pertence a reta o, logo, como a reta o ¢ descrita pela equagao

vii. Sendo

1 50
y:_;(x_xp)+yp,entao.

(4)

1
yer == -|¥e =%, )4y,

Iguala-se as equagdes 3 € 4 € obtém-se Xxc, do ponto Cy:
b2

2
1
—— | +1
m
viii. Determinado o centro C, da segunda elipse sera possivel
gerar o grafico da mesma, tangente no ponto P, a partir de

+XxX

=+
xc, == »

suas equagdes paramétricas e do dngulo &, .

Assim no caso 1, realizou-se algumas implementagdes para
0 caso 2 no software Matlab nos quais também notou-se bons
resultados. Deste modo, o proximo passo neste trabalho, sera
determinar a equagdo que descreve a area de um retingulo
minimo que contenha inscrito a elipse o circulo, bem como as
duas elipses tangentes em um ponto P.

V. RESULTADOS OBTIDOS

A partir das implementagdes dos procedimentos citados
anteriormente, para ambos os casos, calculou-se o tamanho
das proje¢des ortogonais da elipse e do circulo, bem como
duas elipses em relagdo aos eixos Ox e Oy, e avaliou-se a area
minima ocupada pelas mesmas dentro de uma regido
retangular. Alguns exemplos sdo apresentados a seguir.

Para o caso 1, considerou-se em um dos exemplos a elipse
de semi-eixos 6 e 4 e o circulo de raio igual a 4. Resultados
graficos do exemplo podem ser observados abaixo (Figuras 11
e 12), sendo a direita o grafico da elipse e do circulo tangentes
em um Unico ponto e a esquerda o grafico que descreve a area
obtida pelas mesmas dentro de uma regido retangular.

Elipse o as etz

nesto ponto G we abido

o

20

140

120

00

an E3 0 5 0 1 2 3 0 g

6
Figura 11: Area minima igual a aproximadamente 78.3791 para o= %
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ET) 5 ]

Figura 12: Area minima iz(;ual a a];roximadamente 78.4222 para 0, =5 % .

Para o caso 2, considerou-se a primeira elipse de semi-eixos
iguais a 6 e 4 e a segunda elipse de semi-eixos iguais a 4 e 3.
Resultados graficos do exemplo podem ser observados nas
Figuras 13, 14 e 15, sendo a direita o grafico das elipses
tangentes em um Unico ponto e a esquerda o grafico que
descreve a area obtida pelas projegdes das elipses.

E G0 paito s 35

nesteporte G o cbis a pari i das slpoes nan_pinta
2

20

-1 5 o 3 10 1 E 3 4 5 &
Figura 13: Area minima igual a aproximadamente 68.8551 quandow _ 77 .
! 6

num Gnico ponto 8 35 sipses num ponto

180)

160)

140)

0 5 ] 5 10 1 2 3 7] 5

Figura 14: Area minima aproximada igual a 70.8675 quando o

=%.

Gt pores.
200

o,
160)
140)
120)
100)

0 5 o 5 10 1 2 3 0 5 5 7

Figura 15: Area minima aproximada igual a 70.7289 quando @, =5 % .

VI. RESULTADOS ESPERADOS E PROPOSTAS FUTURAS DE
TRABALHOS

Posteriormente, através dos resultados obtidos neste
trabalho, almeja-se solucionar o problema de empacotamento
de duas elipses dentro de uma regido retangular utilizando
uma metodologia baseada em Geometria Diferencial, cujos
pré-requisitos necessarios para o entendimento da mesma se
reduzem geralmente ao entendimento de Célculo e Geometria
Analitica. No contexto de Geometria Diferencial, em vez de
considerar-se curvas definidas por equagdes, retorna-se a ideia
intuitiva de que uma curva descreve a trajetoria continua do
movimento de uma particula sobre o plano (Valladares, 1979)
em [17], ou seja, se considerar que um ponto f(?) representa a
posi¢do de uma particula em movimento continuo, quando o
tempo ¢ varia em um intervalo 1< IR,0 trago da curva
(imagem) serd C={f(t)=(x(t),y(t)),tel}, f:1>IR>.
Tal abordagem conterd varias informagdes sobre como o
ponto f(?) percorre o conjunto C, permitindo definir, por
exemplo, a velocidade, acelerag@o, etc.

Finalmente, apds desenvolver uma metodologia que
solucione o problema do empacotamento de duas elipses a
partir de Geometria Diferencial, pretende-se com o auxilio de
um algoritmo heuristico, encontrar a equagdo que descreve a
area minima aproximada de uma regido retangular minima, a
qual contenha inscrita n elipses, idénticas ou ndo e ndo
sobrepostas dentro dessa regido retangular.
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