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Abstract — Apesar da Teoria de Grafos ser uma importante
area da programagdo matematica com diversas aplicagdes, o
desenvolvimento de aplicativos especializados ainda ocorre
lentamente, sem conseguir acompanhar a demanda da
comunidade académica pelos mesmos. Visando colaborar com o
desenvolvimento de softwares produzidos por cientistas, faz-se
necessario realizar um estudo aprofundado dos fundamentos
matematicos que governam os algoritmos desenvolvidos. O
presente trabalho tem como objetivo geral apresentar a
fundamentagdo matematica da teoria e da técnica de solucéo do
algoritmo out-of-Kilter, desenvolvido pelo matemético Delbert
Fulkerson, para o Problema de Fluxos em Rede. Para tanto, sdo
apresentados conceitos da topologia dos grafos e da Algebra
Linear necessarios para o desenvolvimento do algoritmo. Além
disso, o presente estudo busca contribuir com a realizacdo de uma
prova conceitual do algoritmo na resolugdo de problemas
importantes como os de fluxos em redes.

Keywords — Fluxos em Rede, Out-Of-Kilter, Prova Conceitual,
Grafos.

l. INTRODUCAO

Segundo [1], a teoria de grafos € uma importante area da
programacgdo matematica, com um papel de destaque em &reas
de engenharia e na pesquisa operacional, fornecendo
ferramentas para tratar problemas de redes. No entanto, de
acordo com [2], existem dois modos de producéo envolvidos no
desenvolvimento de softwares cientificos: o desenvolvimento
comercial, realizado por empresas de software com
programadores profissionais; e o desenvolvimento feito por
cientistas, ndo necessariamente programadores, geralmente
realizado de forma colaborativa.

[3] afirma que algumas disciplinas, como a de Teoria de
Grafos, necessitam da utilizacdo de ferramentas computacionais
no decorrer de seu andamento e que apesar disso, carecem de
massa critica para estimular o desenvolvimento de pacotes
comerciais para seus problemas especificos. Logo, faz-se
necessario um estudo aprofundado sobre a fundamentacdo
matematica envolvida nos algoritmos de solugdo de problemas
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em rede conhecidos para que 0S mesmos possam vir a ser
implementados.

Um exemplar deste tipo de algoritmo trata-se de um método
alternativo  conhecido como algoritmo  out-of-Kilter,
desenvolvido por Delbert Fulkerson em 1961. Ao contrario do
algoritmo primal simplex em um grafo, o algoritmo out-of-Kilter
ndo é a especializagdo de um método mais geral. O algoritmo foi
desenvolvido especificamente para problemas de rede e é Unico
na literatura de programagdo matematica [4].

Assim, o presente trabalho busca realizar um estudo sobre a
fundamentacdo matematica da teoria e da técnica de solugdo
para problemas de fluxo em rede através do algoritmo out-of-
Kilter. Para tanto, este estudo busca apresentar as propriedades
matematicas da topologia dos grafos e os conceitos de Algebra
Linear necessarios para o entendimento do desenvolvimento do
algoritmo, bem como realizar uma introducédo aos problemas de
fluxos em rede e seus métodos de solucéo.

Por fim, a contribuicdo do trabalho é mostrar e incentivar o
leitor, a partir do estudo da fundamentac&o tedrica do algoritmo,
sobre a importancia e a necessidade de criar as proprias
implementagBes computacionais. Pois, devido ao peso
computacional das operagfes matriciais que, geralmente, sdo
abordadas nas técnicas de solugdo implementadas por pacotes
comerciais, resolver um problema de rede, podera tornar-se
inviavel.

1. FUNDAMENTACAO MATEMATICA

Nesta secdo serdo apresentados 0s fundamentos
matematicos que envolvem os problemas de fluxo em rede, tais
fundamentos se alicercam sobre a Teoria de Grafos e a Algebra
Linear. E valido ressaltar que as notacbes e convencdes
utilizadas séo as mesmas adotadas por [4], mesmo quando s&o
abordadas definicfes de outros autores.

Assim, considera-se um vetor linha (matriz 1 x n) quando
pré-multiplica uma matriz e um vetor coluna (matriz n x 1)
quando pos-multiplica uma matriz. Considere a seguinte
formulagdo para o problema de rede de custo minimo:
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Min cx 1)
sa. AX=r 2)
I<x <u 3)

onde, A é a matriz de incidéncia né-arco, x o vetor de fluxos
associado aos arcos, r o vetor de ofertas e demandas associados
aos nos da rede, ¢ o vetor de custos, | e u representam,
respectivamente, as capacidades minimas e maximas de fluxo
nos arcos da rede.

Segundo [5], um grafo dirigido trata-se de uma estrutura
constituida por conjuntos de nos e arcos, representados
respectivamente por N e R. Assim, pode-se observar na Fig. 1
o grafo G = (N, R) formado pelos conjuntos N = {1, 2, 3, 4} e
R ={ey, e €3, €4, 5}

e

Figura 1 — Representacdo de uma rede através de um grafo G.

Ainda, o grafo G = (N, R) pode ser representado por uma
matriz onde as colunas representam os arcos (e, €2, €3, €4, €5) €
as linhas representam os nos (1, 2, 3, 4), a qual chama-se matriz
de incidéncia no-arco. Os elementos de tal matriz assumem trés
valores distintos: 1 quando o arco sai do no i; -1 quando o arco
chega ao no6 i; 0 nos demais casos. Logo, a matriz de incidéncia
no-arco que representa o grafo da Fig. 1 é dada por:

1 1 0 0 0
-1 0 1 1 0
0 -1 -1 0 1
0 0 0o -1 -1

A= (4)

De acordo com [6], um percurso como uma familia de
ligacOes sucessivamente adjacentes, ou seja, cada ligacdo tem
uma extremidade adjacente a extremidade da ligacdo anterior
enguanto sua outra extremidade é adjacente a posterior. Ainda
de acordo com os autores, um percurso diz-se fechado quando
a ultima ligacdo da sucessdo for adjacente a primeira, além
disso, diz simples quando néo repetir ligagdes.

Assim, [6] define um ciclo como sendo um percurso
simples e fechado além de definir um caminho como um
percurso que segue a mesma orientacdo a partir do vértice
inicial. A Fig. 2 (a) representa um ciclo C = {1, e1, 2, €4, 4, €5, 3,
€2, 1} enquanto a Fig. 2 (b) um caminho P = {1, ey, 2, e3, 3, es,
4%} para o grafo G apresentado anteriormente.

Figura 2 — (a) ilustracéo do ciclo C; (b) ilustracdo do caminho P.

O comprimento de um caminho ou ciclo é o nimero de
arcos no caminho ou ciclo. Para cada caminho ou ciclo, com
comprimento n, a orientacdo da sequéncia O(P) de n elementos
é definida como segue:

+1, se e; =(n;,n;,)
O(P) = ®)
-1, se e; = (N1, M)

Logo, é possivel observar que para o caminho P = {1, €1, 2,
es, 3, es, 4} ilustrado na Fig. 2 (b) a orientacdo da sequéncia é
{+1, +1, +1}.

Segundo [4] uma &rvore se trata de um grafo conexo e
aciclico, ou seja, todo par de n6s do conjunto N pode ser
conectado através de um caminho, além disso, para cada par de
no6s do conjunto N existe apenas um caminho que 0s conecta.
Ainda segundo 0s mesmos, uma arvore com raiz refere-se a
uma arvore contendo um arco conectado apenas a um nd. Além
disso, uma arvore t é um subgrafo gerador de G, também
chamada de &rvore geradora para G.

A seguir sdo enunciadas algumas preposicdes
demonstradas por [4] que servirdo como suporte para 0S
resultados encontrados posteriormente.

Proposi¢do 1: se uma sequéncia finita P = {n, ej1, N2, €j2, ..., Nn,
€jn, Nn+1} € um caminho ou ciclo em um grafo préprio G com
matriz de incidéncia A, entdo:

> O(P)A(j;)=e"™ —e™ (6)
i=1

onde e é o vetor candnico com entrada +1 correspondente aos
veértices 1 e 7.

Proposicdo 2: se C = {ny, &j1, Nz, €j2, ..., Mn, €jn, Nn+1} € ciclo de
um grafo proprio G com matriz de incidéncia A, entéo:

3°0,(C)A(}) =0 %

Como consequéncia direta da proposi¢do 2, temos que um
ciclo C = {ny, ej1, N2, €j2, ..., Nn, &jn, Nn+1} de um grafo préprio G,
com matriz de incidéncia A, tem seu conjunto de arcos {A(ji): i
=1, ..., n} linearmente dependente.

Proposicdo 3: seja A uma matriz de incidéncia no-arco para um
grafo proprio G. Seja t = [N, R] um subgrafo de G, isto é, uma
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arvore contendo pelo menos dois nos. Entdo {A(j): ej € R} é
linearmente independente.

Proposicdo 4: seja A uma matriz de incidéncia no-arco para um
grafo préprio G conexo e com n nds. Entdo o posto da matriz A
én—1.

Proposicdo 5: seja A uma matriz de incidéncia no-arco para um
grafo préprio G =[N, R] onde G possui n nés. Seja ® um
subconjunto de R tal que {A(j): & € ® } é linearmente

independente com ® tendo n — 1 arcos. Entéo, t = [N, ® ] é
uma arvore.

a. Caracterizacdo de uma Matriz Basica para o
Problema de Fluxos em Redes

Pela Proposicéo 4, a matriz de restricdo para o problema
ndo possui o posto completo. Entdo, a fim de completar o posto
para a matriz de restricdo, o problema (1) - (3) passa ter a
seguinte formulagao:

Min cx (8)
sa. Ax+ae' =r 9)
I<x<u (10)
0 <a <0 (12)

onde, | é um inteiro positivo ndo maior que o nimero de nds n
com a estritamente igual a zero. A solu¢do Otima para (1)
também serd solucédo 6tima para (8).

Proposicdo 6: seja A uma matriz de incidéncia né-arco para um
grafo proprio conexo G = (N, R) com n nés. Seja t = (N, ] )
uma é&rvore geradora para G. Entdo, B = {A(j):¢j € ® } U {e'}
gera E", i.e, existe um conjunto de colunas n a partir de [A| €]
que gera E".

Proposicdo 7: seja A uma matriz de incidéncia né-arco para um
grafo préoprio conexo G = (N, R) com nd raiz |. Se B é uma base

para [A| €'], entdo e'eB e = (N, ® ) é uma arvore geradora para
G, onde ® = {ej: A(j) € B}.

Considere as seguintes arvores representadas na Fig. 3.
Apesar dos conjuntos de vetores representados em ambas serem
linearmente independente, na Fig. 3 (a) conjunto ndo gera o
espaco vetorial E", enquanto na Fig. 3 (b), com a adi¢do do arco
raiz a arvore, passam a formar uma base para o espaco E".

Figura 3 — (a) arvore t de G; (b) arvore basica tg com arco e no raiz.

A partir das proposicles acima, pode-se caracterizar uma
base para a equacdo (9).

Proposicéo 8: seja A uma matriz de incidéncia nd-arco para um
grafo préprio, conexo e enraizado com no6 raiz I. Uma base para
[Al €] é um conjunto de arcos correspondentes a arvore
geradora tg para G.

Proposicéo 9: seja A uma matriz de incidéncia nd-arco para um
grafo proprio, conexo e enraizado com no raiz |. Seja B uma
base a partir de [A] €']. Logo, é sempre possivel remoldar a
matriz B na forma de uma matriz triangular.

O algoritmo 1, descrito a seguir opera diretamente na
arvore tg associada a matriz B.

Algoritmo 1
P1. Inicializac&o:

Faca B ser uma base qualquer para o problema de fluxo em
redes. Associe a essa base B a uma arvore geradora tg com no
raiz |. Seja n o numero de nos da arvore tg. Fagai—1.

P2. Encontre uma folha da &rvore que ndo seja um né raiz I.

Sejar #1, uma folha qualquer de 7. Faca e ser 0 arco da arvore
Tg incidente emr.

P3. Insira i-ésima linha e coluna.

Faca a i-ésima linha de B corresponder ao n6 r e faca a i-ésima
coluna de B corresponder ao arco e,

P4. Reduza a arvore.

Sei=n —1,vaparaopasso5;sendo 7z « [ N—{r}, R—{es}],
i—i+1, e va para 0 passo 2.

P5. Insira o nd e arco raiz.

Faca a n-ésima linha de B corresponder ao né |, e faga a n-ésima
coluna de B ser o arco raiz €.

Considere a matriz basica B, ndo triangular associada a tg
ilustrada na Fig. 3. Através da aplicacdo do algoritmo 1 descrito
anteriormente, é possivel transformar a matriz B na matriz
bésica triangular B’

0 0 1 o0
11 1 =1 o
B= 0 0 0 1 (12)
-1 0 0 -1
1 0 0 0
1o 1 o0 o
B'= -1 0 -1 0 (13)
0 -1 1 1
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b. Algoritmo Especializado para o Problema de
Fluxo em Redes

O intuito de um algoritmo de resolucédo para o problema de
fluxo de custo minimo é melhorar a cada iteracdo o valor da
funcdo objetivo, minimizando-a ou maximizando-a, enquanto
respeita as restricbes impostas ao problema. Partindo de uma
solucdo basica vidvel conhecida, o algoritmo alterna entre
solugdes bésicas buscando encontrar uma solugéo bésica 6tima
viavel [7, 8].

Particionando as matrizes A, c, X, | e u em variaveis basicas
e ndo basicas tem-se: A = [B| N], ¢ = [cB| ¢V, x =[ xB| x], I = [IB|
IN] e u = [uB| uM] entdo:

Min cBxB + cNxN (14)
sa BxB+NxN=r (15)
1B <xB<uf (16)
N <x¥N<ul 17

Isolando xZ na equacéo (15), tem-se:
xB=Br — BINxN (18)
Substituindo (18) em (14), (15) e (16) obtém-se:

Min cB BIr + (cN — ¢B BIN)xN (19)
s.a B <B'—BINxN<uf (20)
IV <xV<ul (21)

Em problemas de rede de custo minimo é garantido pelas
proposicGes anteriores que o calculo matricial

(cN — cB BIN)xN (22)

pode ser efetuado diretamente no grafo que representa a rede,
eliminando o peso computacional do célculo da matriz B que
se faz necessario quando o algoritmo néo é especializado. Para
determinar (16) é necessario primeiramente obter

m=cB B! (23)

0 que significa determinar os ;  relativo aos nds da arvore .

No, entanto a equacdo (23) é calculada resolvendo o
sistema linear:

B = 8 (24)

Assim, todos os 7; ; sdo unicamente determinados pela
Proposicdo 9. A matriz basica B pode sempre ser colocada na
forma triangular. O sistema linear (24) é resolvido fazendo uso
da arvore 75 , com no raiz | e resume-se a determinar:

{nF(J')— 7TT(1'7)Tl :g Ve; € g, (24-a)
Substituindo (23) em (22) tem-se:

cN—m N 25)
Equivalente a:
G QTG (26)

O célculo (26) é entdo realizado para determinar se a
funcéo objetivo pode ser melhorada com a entrada de uma
variavel ndo basica x". Assim, sdo definidos dois conjuntos:

vi={e:x=\j e(— mq + g + ¢j) <0}, varidveis limitadas
inferiormente.

wo = { & % =Uj e (—mq +7mrg +¢j) > 0}, varidveis limitadas
superiormente.

Se existir algum xN € y1U s, entdo a funcgdo objetivo pode
ser melhorada. Somente quando y1Uy» = @ a solucéo 6tima é
encontrada. Considerando y1U y» # @, uma variavel ndo basica
Xk € iU s é selecionada a entrar na base.

O i-ésimo elemento do produto matricial c¢® BN ¢ dado
por:

c® BN (27)
Como a coluna de N;y = A, entdo

A expressao (28) pode ser efetuada operando diretamente
no grafo que representa a rede, eliminando o peso
computacional do céalculo de BL. Para realizar o calculo de (28)
€ necessario primeiro determinar:

y= B_]'A(k) (29)
O que significa determinar O;(P), a orientacdo dos arcos na
arvore Tz No entanto, a equacgdo (29) é calculada resolvendo o
sistema linear

By = A(k) = eF(k) - eT(k) (30)

cuja solucdo pode ser obtida operando diretamente na arvore
T Substituindo (29) em (30) tem-se:

cBy (31)

equivalente a:

D¢, 0(P) (32)
i=1
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Pela Proposicéo 1, a equacdo (4) indica que o teste de razdo
pode ser obtido operando no grafo. Se os arcos da arvore tz sdo
ordenados como ey, ek, ..., €k, correspondendo as colunas I de
B. Entdo, as componentes de y podem ser determinadas pela
orientacdo da sequéncia

{Oi(P) se ey, =e;; EP (33)

0, caso contrario

E o célculo de A, e A, no teste de razdo é especializado

como
A min {x; — [
1 A 0,(P)=5 {x]l l]u OO} (34)
AZ < _OTiPrgzﬁ {u]’i - in, 00} (35)
A< min {A;, Ay, uy — L} (36)

O teste de razdo determina o valor A que sera adicionado
ou subtraido, ao fluxo do arco que entra, que encontra-se em
sua capacidade minima ou maxima. O valor A entdo ¢é
repassado para todos os arcos bésicos que formam ciclo com o
arco que entra. Assim, o algoritmo para o problema de rede de
custo minimo pode ser desenhado:

Algoritmo 2

Conforme mencionado anteriormente, o algoritmo out-of-
Kilter foi desenvolvido por Delbert Fulkerson, em 1961,
especificamente para encontrar solugdes 6timas para problemas
de fluxo em rede. Mais detalhes sobre condi¢des de otimalidade
para problemas de fluxo em rede podem ser encontrados em [4].

Considerando:
Dy= 7rGy = 7orgy — G (37)

Temos que as condicBes de otimalidade para o problema
de fluxos em rede podem ser escritas como:

Ax=b (38)

A,y < Oquandox; =1
Vej €E A,y = Oquando!l <x; <u; (39)
A,)> 0quandox; = u;

Assim, é possivel classificar os arcos de acordo com o
quadro abaixo:

sy <0 B;p=0 By >0
Xj = Uj out-of-Kilter in-Kilter | in-Kilter
I <x<u; | out-of-Kilter in-Kilter | out-of-Kilter
Xj =1 in-Kilter in-Kilter | out-of-Kilter

Este método parte de uma solugdo bésica viavel conhecida,
contendo tanto arcos in-Kilter quanto arcos out-of-Kilter. A
cada iteracdo o algoritmo melhora o resultado da funcdo
objetivo até encontrar uma solucéo basica 6tima viavel, ou seja,
guando todos arcos estiverem in-Kilter.

Algoritmo 2.1 — Out-of-Kilter

PO. Seja x uma solugdo tal que Ax =b, 0 <x <u;. Seja zqualquer
vetor de variaveis duais.

P1. Encontre um arco out-of-Kilter. Seja es um arco out-of-
Kilter. Se todos arcos estiverem in-Kilter pare, a solugdo é
otima.

P2. Fase primal.

Execute o Algoritmo 2.2 com o0 arco es. Se o Algoritmo 2.2
termina com a conclusdo de que ndo existe ciclo, entdo va para
P3; em caso contrério volte ao P1.

P3. Fase dual.

Execute o Algoritmo 2.3 com a arvore obtida no P2. Se o arco
es esta out-of-Kilter, entéo volte ao P2; em caso contrario volte
ao P1.

Algoritmo 2.2 — Fase Primal

PO. Inicializacéo.

Se A,5y< 0 entdo N «— {T(y} e Ar) « Xs; Caso contrario
N — {Fg} e Arg) < Us- Xs.

Faca ® «— O.

P1. Determinacdo dos candidatos para a arvore .

Sejam:
w1 = {ej. & # es, Az(j)E 0, xj< uj, F(j) ¢ Ne T(j) € N}
vo={ej-ej# es, Dyy <0, x> 1, F(j) € Ne T(j) & N}

Se y1 Uy, = @, entdo termine a fase primal com a conclusdo de
gue ndo existe ciclo.

P2. Adic&o de novo arco na arvore t.

Selecione 0 arco ex € yU .

Se ex € ya, entdo Arg) «— min {47y, Uk - Xk}
Se ex € y», entdo Aty «— min {Arw), Xk}
FagaN — N U{F(k), T(K)}e ® «— ® U{ed.

Se {F(s), T(s)} c N, ento va para P3;
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Se {F(s), T(s)} & N, entdo volte ao P1.

P3. Atualizag&o do fluxo no ciclo.

Se A,y < 0, entdo induzir o fluxo no ciclo por Agg), caso
contrério induzir por Axs).

Algoritmo 2.3 — Fase Dual

P1. Determinar os arcos incidentes na arvore 7.
Sejam:

vs={e;:T() €N, F(j) € Ne A, <0}
va={e;:T(j) € N, F(G) e Ne A,;) >0}

P2. Determinar a maior mudanca possivel.
Faga 0 < min ¢j € ysUya[|A, ;]

P3. Faca m « mi— 0, Vi € N.

Il. UMA PROVA CONCEITURAL DA TEORIA
MATEMATICA DO ALGORITMO ESPECIALIZADO
PARA REDES

Conforme mencionado anteriormente, o problema de
fluxos em rede apresenta diversas aplicacbes em diferentes
areas do conhecimento. Um exemplo pratico consiste em
minimizar o custo total no transporte de produtos de um ponto
(nd) a outro através de estradas (arcos). Neste caso, pode-se
considerar ¢j como o custo por unidade de produto transportado
por cada arco j e m; 0 preco de transportar o produto pelo arco j
atéonodi.

A Fig. 4 representa a rede onde 9 unidades de um produto
devem ser deslocadas do né de origem 2 até os nés de destino
1 e 3, onde serdo alocadas respectivamente 1 e 8 unidades deste
produto. A Tab. 1 informa os custos por unidade de produto
associados a cada arco presente na rede.

Figura 4 — Rede de transporte de um produto.

34
Tabela 1 — Custos de Transporte nos arcos.
Arco Custo (cj)
€1 0
) 100
€3 1
€4 2
es 100
O problema enunciado pode ser formulado

matematicamente da seguinte maneira:
Min Z = 0x; + 100x2 + X3+ 2X4 +100x5 + Oxe

_xl_x2+x3= —1
s.a X+ x4 +%x5=9
Xy — X3 — X4 — X5 = —8

0<% <80<x,<50<x<90<x,<10;0<x; <
10.

Uma solucéo bésica inicial para o problemaé x; = 0,x, =
1,x3 =0, x, =9,x5 = 0 cujo valor Z inicial & 118 u.m.
(unidade monetéria). Além disso, nos nés tem-se = = (0, 0, 0).
Aplicando o Algoritmo 2:

12 iteracdo:

No primeiro passo trata-se de verificar quais arcos estdo
out-of-Kilter. Na Tab. 2 é possivel observar quais arcos
satisfazem tal condicéo.

Tabela 2 — Analise da condicéo dos arcos na 12 iteracéo.

Azchy X (solucgéo atual) Condicéo
A,y=0 % =0 in-Kilter
Azzy= —100 X, =1 out-of-Kilter
Ayzy= -1 x3=0 in-Kilter
Ayy= -2 X, =9 out-of-Kilter

Ay5= —100 x5 =0 in-Kilter

Sejaeg = e,. Assim:
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Fase Primal:

PO. Inicializac&o:

Como A< 0, entdo N« {1} e Ay — 1.

R «— .

P1. Determinagéo dos candidatos para a arvore T:

Nesta etapa apenas ei, ez sdo candidatos pois es, es ndo se
relacionam com o n6 1. Assim:

e1: AZ(1)= 0;x1=0;Fpy=2¢ Ne Ty=1€ N. Logo e1 € ya.
3l Ay3)= —1; X3=0.Logo es & y1e e3¢ yo.

Em futuras etapas quando um arco ex € i e ex € o, Serd
dito apenas que o arco e, falha como candidato.

P2. Adic&o de novo arco na arvore .

Como e1 € y, entdo Az «— min {Ag, U1 — X1 };

Az — min {1, 8}, Ay — 1.

N—Nu{Fw, Te}

Ne— {1} u{l, 2}, N={1 2}

R« & U{ed;

R <0 U{e}, & ={e}.

{Fe, T} =43, 1} £ N, volte ao P1.

P1. Determinagéo dos candidatos para a arvore T:
er: Aypy= 0; x1=0; Fy = 2 € N. Falha;

es: A,3= —1; Xs= 0. Falha;

e D= —2%=9Fy=2€NeTy =3¢ N. Logo es € yr;
es: A,isy= —100; x5 = 0. Falha.

P2. Adic&o de novo arco na arvore t.

Como e4 € yp entdo Az < min {1,9}, Az =1.
N—{1,22u0{23},N={12,3}

® «—{ei} U{es}, & ={es s}

{F@, T} = {3, 1} c N, entdo va para P3.

P3. Atualizacdo do fluxo no ciclo.

Como A, ()< 0, induzir fluxo por Az=1.

Esta etapa consiste em atualizar o fluxo no ciclo Ci = {3,
es, 2, €1, 1, €2, 3}. Destaca-se que o ciclo tem origem no né 3,
assim orientacdo da sequéncia é {-1, +1, -1}, conforme ilustra
a Fig. 5.

Figura 5 — llustracéo do ciclo C;.

Para a atualizacdo do fluxo (solucéo) é preciso determinar
0s componentes de y conforme a Equacdo (33). Assim, tém-se
y =[1-10 -1 0]. Portanto:

X=X+ A3*y;
x=[01090]+(1)*[1-10-10];
x=[10080].

2% jteracdo:

Tabela 3 — Analise da condigdo dos arcos na 22 iteragéo.

AZ( i) X (solugdo atual) Condicdo
A,y=0 x =1 in-Kilter
Ay2y=—100 X, =0 in-Kilter
Ayy= -1 x3 =0 in-Kilter
Ayay= -2 X, =8 out-of-Kilter
A,5y=—100 x5 =0 in-Kilter

Sejaeg = e4. Assim:
Fase Primal:
PO. Inicializag&o:
Como A,4)< 0, entdo N — {3} e Az — 8.
R «— Q.
P1. Determinagdo dos candidatos para a arvore t:
e Ayy=0;x1=1; Fy=2¢NeTy=1¢N. Falha;
€2: A,2y= —100; x2= 0. Falha;
esl A,3= —1; Xs= 0. Falha;
es: A,5y= —100; x5 = 0. Falha.

Nao ha ciclos.
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Fase Dual:

P1. Determinar os arcos incidentes na arvore 7.

e1: A,y= 0. Falhg;

€2 Ayzy= —100; Ty = 1 ¢ N. Falha;

es A= —1;Tz =3eNeFg=1¢N. Logo es€ ys;
e Dyy=—2Tw=3€eNeFu=2¢N. Logo es € ys;
es: A,5y= —100; T =3 e NeFg=2¢N. Logo es€ ys.
w3 ={es, es, s}

P2. Determinar a maior mudanca possivel.

0 < min {|A,3)l, 1Az)]s 18251}

0 « min {1, 2, 100}, 6 = 1.

P3. Atualizag&o dos Precos em N.

N={3},

ni—mi—0,vieN.

n3=0-1, m3=-1.

m = (0,0,—1).

Finalizada a fase dual é possivel refazer a fase primal
visando obter novos resultados a respeito da condigdo dos
arcos, pois devido aos novos valores de 7, 0s custos A,y serdo
alterados.

3% iteracdo:

Tabela 4 — Analise da condigdo dos arcos na 3? iteracéo.

Azch X (solugéo atual) Condicéo
Ay1)=10 x =1 in-Kilter
Ayzy= —101 X, =0 in-Kilter
Ayz)=10 x3=0 in-Kilter
Ayy= -1 X, =8 out-of-Kilter
Az5)= —99 x5 =0 in-Kilter

Sejaeg = e4. Assim:
Fase Primal:
PO. Inicializac&o:

Como A,4< 0, entdo N «— {3} e Az 8.

R «— Q.

P1. Determinacgdo dos candidatos para a arvore t:
erl Ayy=0;x1=1; Fyy=2¢ Ne Ty =1¢N. Falha;
€2 A, )= —101; x2= 0. Falhg;

€3l A,3y=0;x3=0; F=1€ Ne T =3€N. Logo es € yi;
es: Az5y= —99; xs= 0. Falha.

P2. Adicao de novo arco na arvore .

Como ez € 1 entdo Ay < min {8, 9}, A1 = 8.

N« {3y u{1,3}N={1, 3}

R — B u{es}, ® ={es}.

{Fu), T} = {2, 3} ¢ N volte ao P1.

P1. Determinagdo dos candidatos para a arvore t:
e Ayy=0;x1=1;Fp=2¢NeTuy=1€N. Logoe; € y;
€2 A,2)= —101; x2= 0. Falhg;

€3l Ay3=0;X3=0; F =1 € NeTg=3€N. Falha;
es: A,i5y= —99; xs= 0. Falha.

P2. Adicéo de novo arco na arvore .

Como e; € ya entdo Ay «— min {8, 7}, A2 =7.

N« {1,3}u{21},N={1,2,3}.

® < {es} U{ew}, & ={es e}

{F@&, Tw} = {2, 3} c N, entdo va para P3.

P3. Atualizagéo do fluxo no ciclo.

Como A, 4)< 0, induzir fluxo por A2=7.

Esta etapa consiste em atualizar o fluxo no ciclo C, = {2,
e1, 1, es, 3, es, 2}, cuja orientacdo é {+1, +1, -1}, conforme
ilustra a Fig. 6. Assim, temos quey =[101 -1 0].

Figura 6 — llustracéo do ciclo C,.

36



ICCEEg: 1 (22) - Agosto de 2021

Logo, a nova solugao é:
Xx=[10080]+(7)*[101-10],
x=[80710].

42 iteracéo:

Tabela 5 — Analise da condig&o dos arcos na 42 iteracéo.

Az X (solucdo atual) Condicao
Ay;1y=0 x, =8 in-Kilter
Ayzy= —101 x,=0 in-Kilter
Ay3)=10 X3 =7 in-Kilter
Ayy= -1 x,=1 out-of-Kilter
Az5)=—99 x5 =0 in-Kilter

Sejae; = e4. Assim:
Fase Primal:
PO. Inicializac&o:
Como A,4)< 0, entdo N« {3} e Ag « 1.
R «— .
P1. Determinacéo dos candidatos para a arvore t:
e Ayy=0;x1=8; Fy=2 ¢ Ne Ty =1¢N. Falha;
€2: A,2y= —101; x2= 0. Falha;
€3 Ay3=0;Xs=7; F=1¢NeT=3€eN. Logo es € y;
es: A,5y= —99; xs= 0. Falha.
P2. Adic&o de novo arco na arvore .
Como e3 € ya entdo Ay «— min {1, 2}, A1 =1.
N« {3} u{1,3}N={1 3}
R <@ U{es} & ={es}
{Fu), Tw} = {2, 3} £ N volte ao P1.
P1. Determinagdo dos candidatos para a arvore T:
er A= 0;x1=8;Fyy=2¢& NeTy=1¢N. Falha;
€2 A,2y= —101; x2= 0. Falha;
€3l Ayz=0;X3=7; F3 =1 € Ne T =3 € N. Falha;

es: A,5y= —99; xs= 0. Falha.

N4o hé ciclos.

Fase Dual:

P1. Determinar os arcos incidentes na arvore .

e1: A,q)= 0. Falha;

€2 Ayzy= —101; Ty =1 € N Fz =3 € N. Falha;

es: A,3)= 0. Falha;

e Ayy=—1;Twy=3€eNeFuy=2¢N. Logo es € ys;
es: Ay5y=—99; Ty =3 €NeF=2¢N. Logo es€ ys.
s = {€4, es}.

P2. Determinar a maior mudanga possivel.

0« min {1,99};0=1.

P3. Atualizag&o dos Precos em N.

N={1, 3}

m=0-1=-1

m=—1-1=-2.

m=(-1,0-2).

5% iteragdo:

Tabela 6 — Analise da condig&o dos arcos na 5? iteracéo.

Ay ) x (solugdo atual) Condicao
Aypy=1 X, =8 in-Kilter
Azzy= —101 x, =0 in-Kilter
Ayz=10 X3 =17 in-Kilter
Ay)=10 x, =1 in-Kilter
Ay5y=—98 x5 =0 in-Kilter

Todos arcos encontram-se in-kilter, portanto o problema
estd em sua solugdo 6timax=[807 10],comZ =9 u.m..
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A Fig. 7 ilustra a solugéo.

Figura 7 — llustracéo da solucéo 6tima viavel basica encontrada.

IV. CONSIDERACOES FINAIS

O presente trabalho realizou uma prova conceitual, do
algoritmo out-of-Kilter, desenvolvida especificamente para
problemas de fluxos em rede. Tal prova deu-se através da
utilizacdo de resultados e propriedades matematicas da Teoria
de Grafos, Algebra Linear, Topologia e Combinatoria.

Visando exibir a estreita relagio com o0s conteddos
matematicos supracitados, bem como fazer a ponte entre a teoria
e aplicacdo, estudou-se 0S conjuntos convexos, revisitou-se
conceitos de ponto extremo, de fronteira e de interior.
Possibilitando, assim, a compreensdo do porqué existe uma
soluco exata para o problema de fluxo em redes. E importante
também salientar que a fundamentagéo tedrica do algoritmo para
grafos estd alicercada sobre Espagos Vetoriais, trazendo
importantes conceitos como base, dimenséo, conjunto gerador,
vetores linearmente independentes e dependentes.

Além disso, a relevancia do trabalho desenvolvido consiste
no estudo da fundamentacdo matemética dos algoritmos de
fluxos em redes auxiliar pesquisadores no desenvolvimento de
softwares especificos para grafos. Algoritmos desenvolvidos
para problemas de fluxo em redes podem operar diretamente no
grafo, sem a necessidade de operaces matriciais. No caso geral,
aplicativos sdo suportados por algoritmos desenvolvidos
utilizando tais operagdes, onde a cada iteracdo faz-se necessario
o céalculo da matriz inversa B, seja para determinar as variaveis
duais (valores de ) ou para realizar o teste da raz&o (orientacdo
dos arcos na arvore ts).

Finalmente, pode-se dizer que o trabalho desenvolvido
resultou em avancos sobre o entendimento da fundamentacéo
matematica de um algoritmo de fluxo em redes. Espera-se que
esse trabalho também seja um ponto de partida para aqueles que
desejam implementar algoritmos especializados para problemas
de rede.

Em trabalhos futuros, pretende-se  desenvolver uma
ferramenta de livre acesso a fim de incentivar aqueles que
queiram estudar a Teoria dos Grafos aplicada a realidade
empresarial e industrial, logistica e transporte, investigacao
operativa, desenho de redes entre outros.
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