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O Polo Naval e o municipio de Rio Grande: um
estudo sobre a dinAmica populacional

Cibelle Tavares, Universidade Federal do Rio Grande, IMEF, e Barbara Rodriguez, Universidade Federal do Rio
Grande, IMEF

Resumo—O presente trabalho tem como propésito verificar
as modificacdes ocorridas na populacdo do municipio de Rio
Grande, no qual passou por transformacdes econdmicas com
o crescimento do emprego, e da migracdo trazidos pela im-
plementacio do Polo Naval. O objetivo principal é analisar
os métodos empregados em um estudo sobre as tendéncias de
crescimento e decrescimento da populacio de Rio Grande, entre
os anos de 2005 e 2015. Os objetivos especificos visam: construir
modelos matematicos para descrever o crescimento populacional
e estimar a populacao futura utilizando os dados coletados junto
a Fundacéo de Economia e Estatistica - FEE. Para tanto, definem-
se os métodos numéricos (ajuste por Minimos Quadrados) e o
modelo analitico classico de Malthus para avaliar a dinAmica da
populaciio. A avaliacio dos modelos obtidos foi feita através do
software wxMaxima, que mostrou-se eficiente para a realizacao
dos calculos e representacdo grafica. Por fim, conclui-se que os
modelos estudados mostram, em geral, resultados proximos da
realidade, mas para o estudo em questao o Modelo Malthusiano
pode ser escolhido para estimar os dados populacionais para
mais alguns anos.

Palavras-chave—Crescimento populacional, Polo Naval, Rio
Grande.

I. INTRODUCAO

Estudo da dindmica populacional é importante por dar
Ocunho especifico a configuracdo de uma sociedade e
as questdes pertinentes aos seus multiplos aspectos, sejam
econdmicos, politicos ou socioculturais [12]. E importante,
ainda, observar o crescimento da populacio através das trans-
formagdes ocorridas durante o processo de urbanizagio.

O atual municipio do Rio Grande teve, no seu inicio,
um papel importante na defesa e manuten¢do do territério
disputado pelas coroas portuguesas e espanholas. A cidade
de Rio Grande foi fundada em 19 de fevereiro de 1737, pelo
Brigadeiro José da Silva Paes, e é considerada a mais antiga
do Rio Grande do Sul. O municipio € privilegiado pela sua
natureza, pois possui a maior praia do mundo em extensio
(Cassino - 245 km, segundo o Guinness Book); lagoas; uma
reserva ecoldgica (Taim) com 32 mil hectares e uma infinidade
de animais silvestres [9].

A cidade se desenvolveu a partir da intensificagdo comercial
portudria, sinalizada com a perda da Col6nia do Sacramento
e o inicio do ciclo do charque no Rio Grande. A dragagem
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do cais e a constru¢do do Porto (1823), tornaram a Vila do
Rio Grande um importante centro comercial [8]. O desenvolvi-
mento econdmico propiciado pelo charque e pelo comércio de
exportacdo e importacdo levou Rio Grande a um crescimento
comercial considerdvel no século XIX [6].

A partir da constru¢do do Porto Novo, no comego do século
XX, intensifica-se a ocupacdo urbana, principalmente proxima
as inddstrias que se instalavam, o Frigorifico Swift (1917) e a
Refinaria Ipiranga (1937) [8].

A partir do inicio do século XXI, os investimentos, princi-
palmente no setor naval, impulsionaram o crescimento popula-
cional do municipio. No ano de 2013, com o auge da producao
nos estaleiros, Rio Grande e as cidades vizinhas fervilhavam
com a presenga dos trabalhadores que aqueceram a economia
e deram novas perspectivas a uma regido desacreditada por
décadas [5]. O Polo Naval chegou a empregar quase 20 mil
trabalhadores neste ano, transformando o municipio de Rio
Grande na cidade simbolo da nova era econdmica na metade
sul do estado.

Entretanto, no inicio do ano de 2017, o setor metalirgico
foi atingido pela crise econdomica do pais ocasionada pela
revelagdo dos escandalos de corrupgdo na Operagdo Lava-Jato
e o Polo Naval de Rio Grande passou a empregar pouco mais
de 200 funciondrios. Este niimero ainda vem diminuindo e, até
o final de 2017, ndo deve ultrapassar 100 trabalhadores [2].

A varia¢do do nimero de habitantes do municipio do Rio
Grande esta relacionada, entre outros fatores, com a chegada
(e saida) de mao-de-obra especializada e a criacdo (extin¢ao)
de vagas de emprego no setor metalirgico. Em virtude desses
indices, decidiu-se, nesse trabalho, estudar a dindmica da
populacdo da cidade de Rio Grande. Acredita-se que a andlise
da evolugdo do crescimento do tamanho dessa populagdo possa
ser util para o planejamento da urbanizagdo, desenvolvimento
econdmico e mercado de trabalho do municipio.

Para abordar matematicamente o problema, foram emprega-
dos métodos numéricos (ajuste por Minimos Quadrados) e o
modelo analitico cldssico de Malthus para avaliar a dindmica
da populagdo. Os resultados foram obtidos utilizando-se o
software wxMaxima e os dados relativos a populagdo empre-
gados neste trabalho coletados junto a Fundacdo de Economia
e Estatistica - (https://www.fee.rs.gov.br) FEE.

Para atingir os objetivos propostos, esse trabalho estd or-
ganizado da seguinte forma: na se¢do II, faz-se uma breve
revisdo bibliografica sobre a dindmica populacional. Na secio
III, descrevem-se as metodologias utilizadas, abordando-se a
fundamenta¢do numérica (ajustes exponencial e polinomial) e
a fundamentag@o analitica (modelo Malthusiano). Na se¢éo IV,
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discutem-se os principais resultados obtidos com o emprego
do software wxMaxima. Por fim, na sec@o V, apresentam-se
as conclusdes a respeito da dinamica da populagdo da cidade
de Rio Grande.

II. REVISAO BIBLIOGRAFICA

Decorrente da importincia do estudo da dinamica de po-
pulacdes para a configuracdo de uma sociedade encontra-se
na literatura uma quantidade significativa de trabalhos que
abordam o assunto.

No trabalho de [7] € realizado um estudo abrangente sobre
como modelar o crescimento populacional brasileiro. O pri-
meiro passo da autora foi identificar, através de estudos sobre
os dados censitdrios, os quais foram coletados diretamente
do Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE),
os relevantes na constru¢do da pesquisa. O trabalho buscou
também identificar o melhor resultado para dois problemas
similares (populacdo ja estimada e populagio a estimar).
Paralelamente, foram investigados alguns estudos ja realizados
que forneceram suporte para a constru¢do da fundamentacio
matemdtica. Dentre as opgdes existentes foram escolhidos
cinco modelos, sobre os quais os estudos foram aprofundados.
Os cinco modelos apresentados neste trabalho sdo: linear,
exponencial, polinomial, malthusiano e logistico. Tais modelos
sdo significativos uma vez que possuem diferenca na forma
como foram desenvolvidos, e mais ainda, no resultado que
apresentaram. A autora conclui que para a populag¢do ji men-
surada pelo Censo, o modelo exponencial se adapta também
para o estudo de estimativas,apesar de num primeiro momento,
crer que o modelo logistico seria o mais indicado.

O artigo de [10] investiga as aplicagdes dos conceitos mate-
maticos apresentados e desenvolvidos nas disciplinas da area
da Matemadtica Aplicada, sob a dtica do crescimento populaci-
onal. Os autores t&€m como ideia principal buscar um processo
de investigacdo e compreender com maior profundidade as
contribuicdes da matemdtica para a sociedade. Levando em
considera¢do o fato do mesmo poder ser analisado, a partir
dos conhecimentos cientificos e contextualizado, na realidade
do municipio de Osério no Rio Grande do Sul. Foi aplicado
0 Modelo de Malthus para o crescimento populacional onde
compararam os resultados obtidos pelo modelo, com os dados
estatisticos obtidos no IBGE, no periodo de 2001 a 2010. Os
autores concluiram que os resultados sdo muito préximos dos
dados fornecidos pelo IBGE.

No trabalho de [1] a ideia bdsica é mostrar como as
equagdes diferenciais foram desenvolvidas ao longo destes
tr€s dltimos séculos, bem como suas maiores contribui¢des
para o progresso tecnolégico. Foram feitas andlises com dados
populacionais registrados pelo IBGE, nos anos de 2001 e
2010, em trés cidades do Estado de Rondodnia: Porto Velho,
a capital do Estado de Rondoénia, Ji-Parand e Ouro Preto do
Oeste. Para o trabalho foi utilizado o modelo de crescimento
e decrescimento populacional de Malthus. O autor conclui
que, com base em um simples modelo, pode-se definir o
crescimento e decrescimento populacional destes municipios
em periodos distintos e de forma légica.
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ITT. FUNDAMENTACAO TEORICA
A. Método dos Minimos Quadrados

O método dos minimos quadrados, de acordo com a autora
[7] € uma técnica de otimizacdo matemdtica que procura en-
contrar o melhor ajuste para um conjunto de dados experimen-
tais, isto €, determinar os parametros de uma especifica funcao
de ajustamento, minimizando o somatério dos quadrados dos
residuos.

Segundo [11] dados os pontos (x1, f(x1)), - - -, (X f(Xim))
e as n fungdes gi(x),..., g,(x) escolhidas de alguma forma.
O objetivo é determinar os coeficientes «j, ..., @, tais que a
fung@o ¢(x) = a1g1(x)+- - -+ @, gn(x) se aproxime ao maximo
de f(x).

Seja dr = f(xx) — ¢(xx) o desvio em x;. Um conceito
de proximidade € que o desvio dix seja minimo para todo
k=12,...,m O método dos minimos quadrados consiste em
escolher os «;’s de tal forma que a soma dos quadrados dos

m m
desvios seja minima. Visto que a soma ), d,% = > (flxr) -
= k=1

@(xx))? é minima, tem-se que cada parcela [ f(xx) — ¢(xx)]?
também € minima.

Portanto, dentro do critério dos minimos quadrados, os
coeficientes ay, que fazem com que ¢(x) se aproxime ao
méximo de f(x), sdo os que minimizam a fungao,

m
Flan,..oan) = Y [f(u) = ¢l
k=1
m
= Z[f(xk) —a181(x) =+ — g
k=1
Para isto é necessario que as derivadas parciais —, j =
aj
1,...,n, sejam nulas, resultando um sistema linear de m

equacdes e n incdgnitas [11].

Em outras palavras, com esse método determina-se uma
funcdo ¢(x) de um tipo pré-estabelecido: uma exponencial
(ajuste exponencial) ou um polindmio de grau maior ou igual
a dois (ajuste polinomial), que melhor ajusta um conjunto de
pontos ou uma fungdo dada.

1) Ajuste Exponencial: Segundo [7], faz-se o ajuste de
pontos da forma (x;, p;) a uma exponencial do tipo p = ae’”.
Essa fun¢do pode ser ajustada através da transformacao:

Inp = In(ae®") = Ina + br.

(D

Fazendo P = Inp e a = Ina reduz-se o problema de ajustar
a tabela de pontos (x;, p;), referente a uma exponencial, ao
ajuste linear de P = a + bt do conjunto de pontos (x;, P;),
onde P; = Inp;.

2) Ajuste Polinomial: Segundo [3], um caso especial de
ajuste linear miltiplo para ¢(x) = apgo(x)+a1g1(x)+arg2(x)+
o+ amgm(x), ocorre quando go(x) = 1,81(x) = x,g2(x) =
x2, .. ., &m(x) = x™. Deste modo, tem-se:

2

‘P(X) =Q)+ arx +axx +...+a,mxm’

2

entdo, a partir do conjunto de dados (x;, f(x;)), a fungdo Q(dy)
definida a partir do desvio di = f(xx)—¢(xx), pode ser escrita
em termos dos coeficientes a; como
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2
n m
Qa0 - am) = Y[ f0) = D @y 3)
i=1 j=0
No ponto em que Q é minimo,
00
dap
para k =0,1,2,...,m
Isto implica as equagdes
n m .
22 fx) - Z ajx’ | x5 =0, “4)
i=1 j=0
para cada k =0,1,2,...,m, pois
6 Za]xl = —(cx0+a/1x,+ dapx e ra,x™) = xF
ak \

A equacdo (4) pode ser escrita como

Z Z a; xlj+k Z f(xl)-xl

i=1 j=0

i (Zn: Xij+k) @j = Zn:f(xi)xik,
i=1 iz1

j=0
para cada k = 0,1,...,m. Ou seja, um sistema de m + 1
equacdes lineares cujas incdgnitas sdo os m + 1 coeficientes
a; do polindmio ¢(x).
O sistema de equagdes (5) pode ser convenientemente
descrito em notacdo matricial como

®)

X" Xa=XTf, (6)
onde
1 x1 x? x™
1 X2 JC22 XQm
X = . ] R N (7N
1 x, x,2 X,
ap
(03] fl
XT ¢ a sua transposta, @ =| . |e f=|
Jn

A
As equacgdes dadas pelo sistema (6) sdo denominadas equa-
¢Oes normais. Essa nomenclatura deve-se ao seguinte fato: o
sistema (6) pode ser reescrito como

X"Xa-f)=0, (8)

onde as componentes do vetor entre parénteses, Xa — f, sdo
chamadas de residuos da aproximacio e, segundo a equacao
(8) esse vetor é normal (ortogonal) aos vetores formados pelos
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X1

X2
elementos das linhas da matriz X7 que sdo da forma:

Xn
paral=0,1,2,....,m

B. Modelo Malthusiano

Segundo os autores [14] e [13], a ideia do modelo Malthu-
siano corresponde a consideracdo de que a taxa na qual a
populacdo de um pais cresce, em certo tempo é proporcional
a populacio total do pais naquele tempo. Em outras palavras,
quanto mais pessoas existem em um tempo f, mais existirdo
no futuro.

Seja P o nimero de individuos em uma populacdo. Este
nimero é dependente do tempo [4], entdo esta relacdo pode
ser escrita como:

P = P(1). 9

Em termos matemaéticos, P(t) corresponde a populagdo total
em um tempo ¢ e k é a taxa de crescimento. Assim,

P(t+1)-P()
P(t)

A equacdo (10) indica que a variag@o relativa da populacéo é
constante ou, em outras palavras, que a variacdo da populacao
é proporcional a prépria populagdo em cada periodo de tempo.

O modelo discreto (tempo discreto) de Malthus é dado por

=k. (10)

P(t+1)—P(t) = kP(t), (1

P(t + 1) = kP(r) + P(2).

Considerando dada a populagdo inicial P(0) =
a expressao:

Py, obtém-se

Pit+1)=(1+ k)P(t)
{ P(0) = Py (12)
ou seja,
P(t) = (1 + k) Py. (13)

A constante k [4] vai ser uma média entre todos os valores
e pode ser obtida, pela equagdo (14)

P
= k= ’ﬂ—l,
Py

(1+k) = (14)

_ PO
Py
onde P(t) é a taxa de crescimento da populagio, quando é a
populagdo total.
A equacdo (13) pode ser reescrita na forma exponencial
como,
PoeM1+K)"

P@) = 15)

Pode-se comparar a solu¢do do modelo de Malthus discreto
(10) com a solugdo do modelo continuo correspondente,
considerando-se que
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dP P(t + At) — P(¢)
m —.

- 16
dt  Ar—0 At (16)

Tomando o limite quando Ar — 0, tem-se a derivada da
funcdo a qual satisfaz a equagdo (17). Assim, pode-se escrever
o0 modelo continuo como:

dP(t)
{7="P(”. (17)
P(0) = Py

Dessa forma, se k € positiva a populacdo crescerd e se k
for negativa a populacdo diminuird (ela pode diminuir por um
tempo sem ir para zero).

A equacdo (17) é uma equacdo diferencial ordindria de
varidveis separdveis. Para determinar uma funcdo populacio

que satisfaca a equacdo, primeiramente, deve-se separar as
variaveis

dP(t)
— = ) 1
0] kdt (18)
Integrando-se,
dP(1) /
—= = | kdt, 19
I 4
In|P(t)| +InCy = kt + InCy, (20)
onde C; e C; sdo constantes de integracdo. Logo:
In|P(t)| = kt + InC, 2n

onde InC =InCy —InG,.
Aplicando-se as propriedades dos logaritmos usuais a equa-
¢do (21), obtém-se
eln |P(1)] — ekt+1nC’ (22)

P(r) = CeM. (23)

Quando o tempo for zero (f = 0), a populacio inicial serd

Py =Ce0 = . (24)

Substituindo (24) na equagdo (23), obtém-se a solucdo de
(17,

P(t) = Pyer'. (25)

IV. RESULTADOS NUMERICOS E DISCUSSAO

Apresentam-se os resultados obtidos com a implementacao
dos Métodos Numéricos e Analiticos utilizando o software
wxMaxima.
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A. Software wxMaxima

O wxMaxima € uma interface para o sistema de algebra
computacional Maxima que € um descendente de Macsyma,
desenvolvido no final da década de 1960 no Massachussetts
Institute of Technology (MIT).

O Maxima € um sistema para a manipulagcdo de expressoes
simbdlicas e numéricas, incluindo diferenciacio, integracao,
séries de Taylor, transformagdes de Laplace, equagdes dife-
renciais ordindrias, sistemas de equacdes lineares, polindmios,
conjuntos, listas, vetores, matrizes e tensores. Esse software
produz resultados numéricos de alta precisdo usando fracdes
exatas, inteiros de precisdo arbitrdria e nimeros de ponto
flutuante de precisdo varidvel. O Maxima pode representar
graficamente funcdes e dados em duas e trés dimensdes.

Neste trabalho utiliza-se o wxMaxima para se obter os
resultados numéricos e graficos, que descrevem o melhor
ajuste para os dados. A versdo do wxMaxima utilizada é a
16.04.2.

B. Estudo sobre a populagdo da Cidade de Rio Grande

Nessa etapa do trabalho é apresentado o estudo realizado
com os dados da populagdo de Rio Grande coletados através
da Fundagdo de Economia e Estatistica - FEE, onde sera
estimada a populacdo para anos futuros. A Tabela I apresenta
a populagcdo do mesmo entre os anos de 2005 a 2015.

Tabela 1
POPULACAO DE R10 GRANDE - FONTE: FEE

Ano  Tempo Populagdo
2005 0 196482
2006 1 197974
2007 2 199409
2008 3 200878
2009 4 202218
2010 5 203558
2011 6 205604
2012 7 206616
2013 8 209223
2014 9 211410
2015 10 213166

A Figura 1 apresenta o diagrama de dispersdo para os dados
referentes ao nimero de habitantes da cidade de Rio Grande.
Para relacionar o Ano ¢ e a Populagdo P, foi considerado
o ano inicial, o qual é chamado ano zero ou ainda tempo
zero (t = 0), o ano de 2005. Para o ano final ou tempo final,
(t = 10), o ano de 2015. A escolha do ano inicial foi feita para
fins comparativos entre as populacdes estudadas no presente
trabalho.
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Figura 1. Diagrama de dispersdo para os dados da populagdo de Rio Grande
no wxMaxima

C. Ajuste Exponencial

Inicia-se o estudo em questdo, aplicando o ajuste linear nas
variaveis @1 e ap, como visto na secdo III - A.1) a varidvel
Pi =In Di:

m m ) m

2 Xipi =2 2 xp @y XX

1’711 mt_l i=1 (26)

2 pi =@ 2 X +ma

i=1 i=1

Tabela II
CALCULO PARA O AJUSTE EXPONENCIAL
Lox Vi In p; xilnp;  x;°
0 0 196482 12,1883 0 0
11 197974 12,1958 12,1958 1
22 199409 12,2031 24,4062 4
3 3 200878 12,2104 36,6313 9
4 4 202218 122171 48,8684 16
5 5 203558 12,2237 61,1185 25
6 6 205604 12,2337 73,4022 36
7 7 206616 12,2386 85,6703 49
8 8 209223 12,2511 98,0092 64
9 9 211410 12,2615 110,3539 81
10 10 213166 12,2698 122,6982 100
>, 55 2246538 134,4934  673,3544 385
Utilizando os dados da Tabela II, tem-se que:
385a; + 55a; = 673,3544 7
S55a; + 11a; = 134,4934

Resolvendo o sistema, através do software wxMaxima,
obtém-se:

{ ay = 0,0081 28)

a; =12,1863 °

Note que @1 = a e @ = b na fun¢do P = a + bt como, por

definicdo a = Ina, entdo @ = lna = a = ¢* = e1%1863 —

a = 196084,3102. Assim tem-se que o ajuste exponencial é
determinado pela fung@o:

@(x) = 196091, 440700081~ 29)

A funcdo (29) esté representada na Figura 2. Ao determinar
a funcdo que melhor ajusta o modelo exponencial, pode-se

| CCEEg: Volune 1 — Niamero 18 — Jul ho 2018

obter uma aproximagdo pelo wxMaxima. Observou-se que o
wxMaxima ndo apresenta um comando utilizando o método
dos minimos quadrados para o ajuste exponencial, entretanto
apresenta um algoritmo /bfgs que usa uma aproximacdo de
baixa classificacdo da inversa da matriz Hessiana. A aproxi-
magdo obtida através do algoritmo L — bfgs pelo software
wxMaxima € a funcdo:

Ajuste exponencial
220000

215000 -

210000 4

205000 8

Populagio

200000 °

195000 -

190000 '
1 10

Anos (t)

Figura 2. Ajuste Exponencial da ¢(x) dada a fungdo (29)

Observa-se que o grifico produzido pelo wxMaxima, apre-
senta um deslocamento na origem, o que ndo descreve o
ajuste esperado. O deslocamento ocorre pelo uso da escala
logaritmica utilizada para a representacdo grifica, uma vez
que o logaritmo em zero ndo estd definido.

@(x) = 194488, 401200081 (30)

Assim através da fungdo (30), pode-se obter o grifico
(Figura 3).

Ajuste exponendial

220000

215000

210000

205000

Populacio

200000

195000 -

190000 +
1 10

Anos (t)

Figura 3. Ajuste Exponencial da ¢(x) dada a fungdo (30)

Nas Tabelas III e IV, sdo apresentadas as estimativas para
anos futuros da populacio de Rio Grande, através das funcdes
(29) e (30).
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Tabela III Tabela V
ESTIMATIVA DA POPULACAO DE RI0 GRANDE DA ¢(x) DADA A FUNCAO ERRO RESIDUAL DOS POLINOMIOS
(29)
n €n
2 1, 377376435685527 - 107
Ano Populagio Real  ¢(x) = 196091%-098TX  Erro Percentual Relativo 6 4,207197169140837 - 10°
2011 205604 205857 0,12% 9 1, 074255000228874 - 10°
2012 206616 207531 0,44% 10 4’ 149415269549128 - 10713
2013 209223 209219 1,91x1073%
2014 211410 210921 0,23%
2015 213166 212636 0,24%
2016 214532 214365 0,08% . A
2020 o 221424 o Neste caso tem-se que, o erro residual do polindmio que
melhor ajusta os dados € €9 = 4, 149415 - 10713,
Aplicando a teoria matemadtica, se¢do III - A.2), para
determinar um polindmio qualquer, efetuam-se os calculos
~ TabelaIv . matriciais necessdrios para chegar a equacdo (31). A partir
ESTIMATIVA DA POPULACAO DE RIO GRANDE DA ¢(x) DADA A FUNCAO .
(30) dos dados tem-se:

Ano Populagdo Real  ¢(x) = 194488¢0-098TX " Erro Percentual Relativo

1 0 O 0o ... 0
2011 205604 204174 0,69%
2012 206616 205835 0.37% 11 1 ... !
2013 209223 207509 0,81% 1 2 4 8 - 1024
T o 3o s
2016 214532 212613 0,89% I 4 16 64 ... 1048576
2020 — 219614 — X=[1 5 25 125 ... 9765625
1 6 36 216 ... 60466176
1 7 49 343 ... 282475249
. . . 1 8 64 512 ... 1073741824
D. Ajuste Polinomial 19 81 729 ... 3486784401
O estudo populacional entre os anos propostos € represen- 1 10 100 1000 ... 10000000000
tado por um polindmio de décimo grau, pois entre todos 0s
graus dos polindmios estudados foi o que melhor se ajustou
ao estudo. Essa afirmacdo deve-se ao fato de que o polindmio 196482
de grau dez apresenta o menor erro residual Tabela V. 197974
Definindo-se por ¢, (n € N), o polindmio de grau n que 199409
interpola n + 1 pontos, entdo a funcio (32) € o polindmio que 200878
interpola os dados da Tabela I que € composta por 11 dados, 202218
€ denot?lmos n:=10. o . f=1203558],
Considerando os polindmios para n < 10, em particular n € 205604
{2,6,9}: 206616
209223
©2(x) = 108, 1002x? + 92, 1794x + 582.8671 211410
213166
e(x) = 2,0249x% — 67,6626x° + 813, 1107x* — 4235, 1786x°
+ 9024, 6124x% — 5023,5953x + 299, 2698 ZO
1
)
o3
@o(x) = 0,3665x" — 15,3054x3 + 264, 6245x" — 2451, 8238x° s
+ 13149, 1244x° — 41062, 6735x* + 71140, 0931x° a=19
—  60841,3867x2 + 20444, 7999x + 247, 4709 Zj
Define-se ainda por ¢, o erro residual referente a ¢, para .
cada n € N, e nesse caso n < 10. a9
10

Na Tabela V ¢ feita a andlise do erro residual que define o
melhor modelo polinomial. Quanto mais préximo de O (zero)
for o valor de ¢,, melhor € o ajuste. Efetuando a multiplicacdo obtém-se:



2246538
11414158
80484960
635289472
5336897412
46625922568
418433600820
3828994181992
35557859251092
334016357388328
3166460547628980

xTf=

A solucdo do sistema X7 Xa = XT f sera:

196482
—21901.2440
65117.6117
—72630.2423
43382.6784
—15490.7217 .

3461.6144
—487.7681
42.0537
-2.0237
0.0416

€29

Obtendo-se assim a expressdo de décimo grau, que melhor
modela os dados:

0,041x'0 — 2,023x° + 42,053x% — 487, 768x’
+ 3461,614x% — 15490, 721x° + 43382, 678x*
—  72630,242x% + 65117, 611>

— 21901, 244x + 196482.

@10(x)

(32)
Assim pode-se analisar a representa¢do grifica do modelo

polinomial conforme a fun¢do (32).

Polinémio de Grau Dez Populacdo de Rio Grande
220000

215000

210000

Populagéo

205000

200000

195000

L L 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12
Anos (t)

Figura 4. Modelo Polinomial para Populacdo de Rio Grande

A partir da Figura 4 pode-se verificar que o polindmio de
décimo grau é o que melhor se ajusta ao nosso modelo.

Na Tabela VI € apresentada uma estimativa para a populacao
de Rio Grande. Observa-se que apesar do polindmio de grau
10 ser o que melhor ajusta os pontos, ele ndo pode ser utilizado
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para estimar a populagdo do municipio de Rio Grande, pois
lim ¢jo(x) = +oo.
X—+00

Tabela VI
ANALISE DA POPULACAO DE RI0 GRANDE PARA OS POLINOMIOS DE
GRAU 2, 6, 9E 10.

Ano  Populagdo Real  ¢p(x) $6(x) Polx)  @ro(x)
2011 205604 205446 205218 205432 205604
2012 206616 207240 206957 206714 206616
2013 209223 209136 209080 209186 209223
2014 211410 211119 211434 211418 211410
2015 213166 213204 213166 213165 213166

E. Modelo de Malthus

Nesta secdo obtém-se a modelagem matematica para o cres-
cimento populacional de Rio Grande aplicando-se o modelo
Malthusiano Discreto.

Utilizando os dados da Tabela I é possivel calcular a taxa
de crescimento média (relativa) tomando por base a populacio
inicial Py = 196482 e Pip = 213166, onde k é dada pela
equacdo (14). Substituindo os dados, obtém-se:

10[213166
= \ Toeam2 ~ 1 = k =0,008183340053934396, (33)

0 que nos permite afirmar que a populagdo de Rio Grande,
cresceu a uma taxa média de, 0,8183% ao ano nestes dez
anos.

Dessa forma aplicando-se a equacdo (15), a populagdo
segundo o modelo Malthusiano Discreto, é dada por

P, = 196482(1008183)" (34)

Apés desenvolver os célculos através do software wxMa-
xima assumindo-se a fung@o (34), para determinar a populacio
de Rio Grande entre os anos de 2005 e 2015, obtém-se a
Tabela VII.

Tabela VII
MODELO POPULACIONAL DA CIDADE DE R10 GRANDE MODELO
MALTHUSIANO

Ano  Populacdo Real = Modelo Malthus  Erro Percentual Relativo
2005 196482 196482 —

2006 197974 198089 0,058%
2007 199409 199710 0,15%
2008 200878 201345 0,23%
2009 202218 202992 0,38%
2010 203558 204654 0,53%
2011 205604 206328 0,35%
2012 206616 208017 0,67%
2013 209223 209719 0,23%
2014 211410 211435 0,01%
2015 213166 213165 4,7 x107* %

Na Figura 5, representa-se um grafico obtido a partir do
modelo Malthusiano Discreto e os dados referentes a popu-
lacdo de Rio Grande. Observa-se que a curva apresenta um
comportamento semelhante ao ajuste exponencial. A partir da
Tabela VII conclui-se que o maior percentual ocorre para o
ano de 2012. Entretanto é um percentual inferior a 1%.
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Modelo de Malthus
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Figura 5. Modelo Malthusiano para Populacdo de Rio Grande

Pode-se perceber que 0 mesmo problema ocorrido na funcao
exponencial acontece no modelo malthusiano, apresentando
assim um deslocamento na origem.

Na Tabela VIII apresentam-se as estimativas da populacio
para anos futuros, até o ano de 2030.

Tabela VIII
ESTIMATIVA DOS MODELOS COMPARADOS A POPULACAO REAL DE RIO
GRANDE

Ano  Populagio Real AE AP M.M!

20035 196482 197680 196482 196482
2006 197974 199281 197974 198089
2007 199409 200895 199409 199710
2008 200878 202522 200878 201345
2009 202218 204163 202218 202992
2010 203558 205816 203558 204654
2011 205604 207483 205604 206328
2012 206616 209164 206616 208017
2013 209223 210858 209223 209719
2014 211410 212566 211410 211435
2015 213166 214288 213166 213165
2016 214532 216024 214532 214910
2020 — 223108 — 222032
2025 — 232292 — 231267
2030 — 241853 — 240886

'A.E = Ajuste Exponencial, A.P = Ajuste Polinomial, M.M = Modelo de
Malthus.

Os modelos estudados mostram resultados préximos da
realidade. Para o ano de 2016, por exemplo, o menor erro
percentual relativo foi para o Modelo Malthusiano (0,17%).
Logo, pode-se concluir que para esta populagdo esse modelo
pode ser escolhido para estimar os dados populacionais para
mais alguns anos, enquanto os fatores naturais ndo se tornarem
limitantes para o crescimento da populacio.

V. CONCLUSAO

O presente trabalho teve como objetivo, analisar o cres-
cimento e decrescimento da populacdo da cidade de Rio
Grande, entre os anos de 2005 e 2015, utilizando modelos
matematicos pertinentes ao estudo. Para atingir tal objetivo
foram empregados trés modelos: exponencial, polinomial e
malthusiano.

Foi realizado um estudo aprofundado para identificar qual o
modelo que melhor se ajusta aos dados disponibilizados pela
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plataforma Fundacdo de Economia e Estatistica. O trabalho
buscou também identificar o melhor resultado para duas situ-
acoes: populagdo ja estimada e populagd@o a estimar. Para uma
andlise mais detalhada dos resultados foi utilizado o software
wxMaxima e seus recursos graficos e algébricos.

Diante desses aspectos, com a aplicagdo da metodologia
proposta nesse trabalho foi possivel estimar, para cada si-
tuacdo, o crescimento da populacdo. Os modelos estudados
mostram, em geral, resultados préximos da realidade, mas para
o estudo em questdo o Modelo Malthusiano pode ser escolhido
para estimar os dados populacionais para mais alguns anos.
Tais estimativas podem ser uteis para o planejamento da ur-
banizacdo, desenvolvimento econdomico e mercado de trabalho
do municipio.

Cumpre ressaltar que ao efetuar o estudo bibliografico para
a fundamentacdo tedrica deste trabalho, ndo foram encontradas
referéncias relacionadas a utilizacdo das metodologias pro-
postas, e nem ao menos do software wxMaxima, no estudo
populacional de Rio Grande.

Futuramente, pretende-se estudar outros métodos para esti-
mar o valor-limite e metodologias que possam ser aplicadas
em populagdes com modelos de sistemas dindmicos com
competicdes entre cidades (ou Polos Navais).
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